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Prefazione

Caro Lettore,

gli appunti di queste pagine contengono tutto il materipiegato durante le le-
zioni e parte del materiale relativo alle esercitazioni cteisoMatematica Discreta
1: Combinatoriaimpartito per il Corso di Laurea in Informatica dell’'Unigta di
Roma La Sapienza. Il materiale é stato scelto quasi integratie dai primi capitoli
dell'eccellente libro di J. H. van Lint e R. M. WilsoA, Course in Combinatoridd 4].
Il libro di van Lint e Wilson nasce dalle loro lezioni presdcCalifornia Institute of
Technology. Bisogna ammettere che il testo di van Lint-@/ilé destinato ad un pub-
blico che possiede una maggiore esperienza matematicaelifa gli uno studente di
secondo anno del nostro Corso di Laurea. Questo spiegagerim parte il carattere
compatto delle dimostrazioni fornite dagli autori di [14h forma abbozzata delle lo-
ro dimostrazioni & soprattutto frutto della loro ambiziati€ostringere lo studente ad
una lettura autonoma, attiva ed approfondita del loro lil@m significa che il lettore
deve completare il testo delle loro dimostrazioni, comeledpguanto si fa solitamen-
te per risolvere i familiari esercizi nei libri di grammadidifatti la matematica non si
capisce leggendo un testo con le mani in maaaguindi con molta esitazione e quasi
malvolentieri che si offre oggi alla lettura dei nostri stadi il seguente testo in cui
ogni dubbio lasciato aperto, ogni piccolo salto logico deid [14] € cancellato. Lo
studente che malauguratamente fosse interessato sole@seipesame di Combina-
toria senza cercare di capire la materia potrebbe essdegd@h memorizzare questo
testo. Nulla di piu sbagliato.

Naturalmente, non ci siamo limitati a completare le dimemgtni in [14]. In al-
cuni casi le abbiamo modificate, e inoltre abbiamo aggiulito emmateriale (come per
esempio quello sulla decomposizione ciclica delle permiata) Il nostro testo non
ha certo 'ambizione di essere un libro sulla Combinatdriesposizione segue quasi
pedissequamente le deduzioni matematiche esposte adlgniadurante il corso e i
commenti rimangono essenziali. E nostra ferma convinzabreeun corso introdut-
tivo non deve limitarsi alla presentazione di fatti e dimmastoni elementari, con |l
rischio di banalizzare la materia. Al contrario, per colere lo studente del potere e
della bellezza dei metodi e dei risultati della combinatpé indispensabile sorpren-
derlo e poi coinvolgerlo in imprese matematiche serie. Abtm quindi preferito alla
redazione di un catalogo enciclopedico di concetti e lemlisrnentari e di routine
I'esposizione di pochi risultati e metodi importanti. Apnabbiamo utilizzato proprio



guesti risultati per introdurre alcuni dei piu salienti cetti della combinatoria in un
contesto dimostrativo che li mette alla ribalta. Il matkeriqui presentato non é espo-
sto a lezione tutti gli anni. Di anno in anno, sara il prograershel Corso a specificare
guella parte del testo che si deve studiare per 'esame.

La teoria combinatoria € il principale strumento matenmadiicquella parte dell’in-
formatica teorica che riguarda la costruzione di algorigntianalisi della loro com-
plessita. Eppure in Italia non tutti i corsi di laurea in infatica offrono un corso di
combinatoria. Il nostro manoscritto € poco piu che un ingtmsegnare e studiare
guesta materia, rivolta a studenti di informatica e mateaatQuesta ne e la prima
versione, ed é destinata a crescere, anche con il vostm &ghi commento e critica
e decisamente benvenuto, anche qualora si limiti soltastegaalarci gli inevitabili
errori di stampa.

Vogliamo ringraziare Gabriele Mambrini il quale, produderun primo mano-
scritto in BTEX di appunti di questo corso, ha fornito un canovaccio e umab di
partenza per la redazione del presente testo; gli studentii&€di Chio e Fabio Marti-
nelli per aver messo a disposizione le fotocopie dei loraiagippresi durante I'anno
accademico 2000/01. Ringraziamo inoltre il dott. Danieleé&&wurz che dopo aver
letto con estrema attenzione (e pignoleria!) questo tagta segnalato vari refusi e
suggerito utili modifiche.

Janos Kornér
Claudia Malvenut®é

korner@di.uniromal.it
2claudia@di.uniromal.it
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Capitolo 1
Grafi

1.1 Concetti fondamentali sui grafi

Sen € un intero positivo, denotiamo cém] I'insieme degli interi compresi traedn:

n] ={1,2,...,n}.
L'insieme delle parti di4 verra qui denotato da

24 ={B: BC A}.
Se A é un insieme & e un numero naturale, indichiamo c(ffu) la famiglia di tutti i
sottoinsiemi diA di cardinalitak:

(“2) ={B: BCA,|B|=k}. (1.1)
Un grafo semplicee finito G & una coppia di insiemi finiti astrati = (V' (G), E(G))
collegati dalla relazione
V(G))

E(G)g( |

Gli elementi diV (G) sono chiamatvertici del grafo e le coppie non ordinate di vertici
distinti di V(G) che sono inE(G) sono dettearchi di G. Due verticiz e y sono
adiacenti se la coppia non ordinatfr, y} € un arco. Un vertice: é incidente ad
un arcoe sex € e. See = {x,y}, i vertici e y si chiamano gliestremi dell’arco

e. Spesso si rappresenta un grafo disegnando su un piano tmgistinto per ogni
vertice, e collegando con una linea due vertici adiacenti.e8empio, il grafa sui
vertici V(G) = {a, b, c,d, e} in cui E(G) = {{a, b}, {a,c},{a,d},{b, e}, {b,d}} pud
essere visualizzato nel seguente modo:

a b
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Si deve notare che il punto di intersezione dei segmentiagresentano gli archi
{a,c} e{b,d} non & un vertice. In questo contesto pero ci interessa stuiligrafo
da un punto di vista astratto, ovvero solo rispetto alleziela di incidenza, e non le
sue particolari immersioni nel piano.

La dicitura grafo semplice € un riferimento implicito ad wncetto piu generale
di grafo, in cuiE£(G) e un cosiddetto multinsieme di coppie non ordinate di elémen
di V(G). Seidue elementi di una coppia non sono distinti, I'afeox} si chiama
cappio suc. Se l'arco{x, y} € presente if’(G) con molteplicitam superiore ad, si
parla dim archi paralleli{z, y}. Un grafoG & completose E(G) = ("), ovvero
se tutti i vertici sono collegati tra loro. Il grafo completon vertici verra denotato da
K,. Un grafoG in cui E(G) = 0 si dicetotalmente sconnesse si puo indicare con

E,.

K4 E4

(Digressione.Un ipergrafo H € una coppia ordinatd/(H), E(H)), oveV (H) é un
insieme finito, detto insieme di vertici dell'ipergrafo, &4H) C 2V & una famiglia
di sottoinsiemi diV' (H ), dettiiperarchi. Nel caso in cui tutti gli iperarchi abbiano la
stessa cardinalita si parlaigiergrafo uniforme.)

Due grafiG e H sonoisomorfi se esiste una biiezionge: V(G) — V(H) dei vertici
che conservi le adiacenze, i.e. tale che

{a,b} € E(G) < {f(a), f(b)} € E(H).

Tale biiezionef &€ unisomorfismodei grafiG ed H.

Un grafo G’ & unsottografo di G seV(G') C V(G) ed E(G') C E(G). G'é

un sottografo ricoprente di G (o di copertura; in inglese: spanning subgraphse
V(G) = V(G'). G’ e unsottografo indotto di G (in inglese: inducedo spanned
subgraph se E(G") = E(G) n (V¢)). SeA C V(G), si pud indicare coriz[4] il
sottografo indotto irz dall’'insiemeA di vertici. Per ottenere da un grafo un sottogra-
fo di copertura si eliminano archi, ma non vertici; per ogenun sottografo indotto si
eliminano vertici (e percio gli archi ad essi adiacenti), moa si eliminano gli archi
adiacenti ai vertici rimanenti. Nella figura seguerttegappresenta un graf6; un suo
sottografo di copertura;” un suo sottografo indotto.
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Sex € V(G), I'intorno di x € il sottoinsiemd’(z) dei vertici adiacenti a::

P(z) ={y: y e V(G),{z,y} € E(G)}.

Il grado di un vertice x & il numero di vertici ad esso adiacenti e si denotadgir) =
II'(x)|. Un verticez si diceisolatosed(x) = 0. Il grado del grafoG &

d(G) = de(2).
(G) Jnax, a(r)

Un grafo si diceregolare se tutti i suoi vertici hanno lo stesso grado.
La relazione che lega i gradi dei vertici e il numero di archiml grafo e espressa
nel seguente:

Lemma l.1l

Z do(x) = 2| E(G)| (1.2)

zeV(G

Dimostrazione. Questa dimostrazione usa la tecnica del doppio conteg@o. S
A={(z,e) :x € V(G),e € E(G),x incidente ad:} .

Se si contano le coppie di a partire dal primo elemento di ciascuna coppia, Si
considerad come l'unione (disgiunta)

A= |J {(z.e):ec E(G) eincidente ad:}

zeV(G)

implicando

Al = Z Z da(x

zeV(G) zeV (G

Analogamente, contando le coppie Alia partire dal secondo elemento di ciascuna
coppia, si considerd come 'unione (disgiunta)

A= |J {(z,e): 2 € V(G),zincidente act} ,

e€E(GQ)

e quindi

A= )" Ha:azverticedie}| = Y 2=2|E(G)

e€E(Q) e€E(Q)

Corollario 1.2 1l numero di vertici di grado dispari & pari.
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Dimostrazione. (Prima versione) Dal membro destro di (1.2) si deduce cherfansa
totale dei gradi e pari: poiché la somma dei gradi pari € reece@smente pari, allora
per differenza anche la somma dei gradi dispari € pari; gueghifica che il numero
dei termini di quest’ultima deve essere pari.

(Seconda versione) Si puo operare per induzione sul numearchld. Passo base:
quando|E(G)| = 0, tutti i vertici hanno gradd quindi vi sono0 vertici di grado
dispari. Passo induttivo: consideriamo un gréfon cui E(G) # ( (ci sono quindi
almeno due vertici). Sifz,y} € E(G) e costruiamo il grafd@:” in cui V(G') = V(G)
edE(G) = E(G) \ {{z,y}}. In G’ vale I'ipotesi induttiva. Osserviamo clg;(z) =
der () + 1, de(y) = de(y) + 1, mentre per gli altri vertici si hdg(z) = de(2).
Percio ser e y hanno la stessa parita di gradoGt, hanno la stessa parita anche in
G, dunque il numero di vertici di grado pari o dispari crescesordsce d2; se hanno
parita diversa, un vertice di grado disparGidiventa pari inG’ e viceversa, lasciando
immutato il numero di vertici di grado dispari. O

1.2 Connessione, distanza
SiaG un grafo er,y € V(G): unapasseggiatan G daz ay & una sequenza
T1,€1,T2,€2,...,Tt, C¢, xt-i—l

in cui si alternano vertici e archi del grafo can € V(G), e; € E(G), © = xy,

y = x441 € tale che pef = 1,...,t¢ si abbia{z;,z;,1} = e¢;,. Lalunghezza della
passeggiatee t, ovvero il numero dei suoi archi (con eventuali ripetizjoidn cam-
mino dax ay € una passeggiata daa y in cui non ci siano ripetizioni di archi: se
i # j allorae; # e;. Un cammino in cui primo e ultimo vertice coincidono si chia-
macircuito. Un cammino semplicee un cammino in cui non ci siano ripetizioni di
vertici: sei # j alloraz; # z;, ad eccezione al piu di e ¢ + 1; nel caso in cui
x1 = x4, Il cammino semplice si chiameiclo. Si dice cher e raggiungibile day
sey = x oppure se esiste una passeggiata: @ey. La relazione di raggiungibilita
tra vertici ha la proprieta riflessiva per definizione perch&raggiungibile dac. La
relazione é simmetrica perchésge;, xs, es, ..., 1y, €, 1,41 € UNA passeggiata da

y, allorax, 1,6, x4, ..., 29, €1, 27 € UNA passeggiata gaad x. Inoltre la relazione di
raggiungibilita € anche transitiva: se c’é una passeggditaa y e una passeggiata da
y az, alloraz é raggiungibile da attraverso la passeggiata che si ottiene incollando le
precedenti passeggiateynSi tratta percio di una relazione di equivalenza: le cldssi
guesta relazione di equivalenza determinano una paréizienvertici. Tutti i vertici

di una stessa classe sono raggiungibili da ogni altro eediguesta classe. Un grafo
in cui la partizione in questione ha una sola classe si ch@mnaessoSe il grafo non

€ connesso, ogni classe della partizione induce un softoghg&amatocomponente
connessa Denoteremo in seguito cox(G) il numero di componenti connesse di un
grafoG.
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Proposizione 1.3Se inG esiste una passeggiata daa y allora esiste un cammino
semplice da: a y.

Dimostrazione. Se nella passeggiata= w1, €1, g, €a, ..., x4, €, X441 = Yy €SIStONO
indici i # j tali chex; = z; = z, allora siai’ il piu piccolo indice per cuk = z;,

e siaj’ l'indice pit grande per cut = z;. Sostituendo la sezione della passeggiata
T, eq, Ty, ..., 2 coN il solo verticez si ottiene una nuova passeggiata, visto che
in questa nuova sequenza ogni arco presente ha gli stegsidiiprima. D’altronde

in guesta passeggiata il verticenon € piu ripetuto. Iterando questa procedura con gli
altri vertici ripetuti presenti, si arriva ad un cammino s#ice. O

Vogliamo ora introdurre una nozione distanzatra i vertici di un grafo. Sia
de : V(G) x V(G) = R
la funzione cosi definita per ognjy € V(G):
e sex ey non sono nella stessa componente connessa, podiamoy) := +oo;
e sex ey sono nella stessa componente connessa, allora
dg(z,y) := min{l(c) : c cammino trar ey} (1.3)

ovel(c) denota la lalunghezza del camminda distanza tra due vertici & quindi
il numero di archi di un cammino di lunghezza minima.

Si noti che la nozione di distanza dipende dal particolaafogn esame. Vediamo ad
esempio che nel graf@ in figura si ha:

1 2 5)

de(1,2) =1

G dg(3,5) =3

3 4 G e dg(1,6) = 400
mentre per il sottografé/ C G si ha:

1 2 )

H dy(3,5) = 4.
3 4 6e

Osserviamo che un cammino che sia il piu brevertgy necessariamente deve
essere semplice, come risulta dalla Proposizionel.3.
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Proposizione 1.4La funzioned. definita in (1.3) € una distanza nel senso usuale
degli spazi metrici, ovvero soddisfa le seguenti propriggédogniz, y, z € V(G):

1. dg(z,y) >0 e dg(x,y) =0z =y.

2. dg(z,y) = dg(y, x).

3. dg(z,y) < dg(z, z) + de(z,y) (disuguaglianza triangolare).

Dimostrazione. (2.) Basta notare che ogni cammino semplicexday percorso a
ritroso € un cammino (semplice) tyeed .

(3.) La concatenazione di due cammini di lunghezza minigm@:, z) e da(z, y) pro-
duce una passeggiata dea y di lunghezzals(x, z) + dg(z,y). Quindi la minima
lunghezza di un cammino daay non puo superare questo valore. O

1.3 Circuiti euleriani

In un grafo urcircuito euleriano € un circuito (cammino chiuso) che attraversa tutti gli
archi. Il seguente teorema, di Euler, fornisce una carat@ione degrafi euleriani,
cioé dei grafi che ammettono un circuito euleriano.

Teorema 1.5Un grafo senza punti isolati ha un circuito euleriano se eossé €
connesso e ogni suo vertice e di grado pari.

Dimostrazione. &) Se nel grafaz senza punti isolati esiste un circuito euleriano,
allora il grafo e sicuramente connesso perché altrimeuwtrduito euleriano non po-
trebbe contenere archi appartenenti a diverse compormmiesse. Se percorriamo un
circuito euleriana” di G partendo da un suo vertiae allora ogni volta che attraver-
siamo un verticg # x lungo il circuito, escludiamo una coppia di archi dall'iesie
degli archi incidenti & e ancora da percorrere, uno per entrare e uno per uscire. Que-
ste coppie disgiunte quindi esauriscono tutti gli archideati ay, dimostrando che

y e di grado pari. Per il vertice otteniamo un’analoga partizione di tutti i suoi archi
in coppie disgiunte se altre alle coppie di archi per ogngesia attraversamento ac-
coppiamo i due archi della partenza iniziale e ritorno finale. In conclusione tutti i
vertici hanno grado pari.

Dimostrazione. (=) Nel grafo esiste almeno un circuito: infatti partendo da un
vertice arbitrarior; € V(G) é possibile costruire un cammino che non si blocca prima
di tornare al suo punto iniziale, poiché se si entra in unicert # z;, Se ne puo
sempre uscire passando per un arco non ancora usato, egdggado di ogni vertice
pari. Consideriamo allora un circuitd massimale (ovvero, non contenuto in un altro
circuito del grafo): tale” e euleriano, perché:
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e contiene ogni arco incidente ai suoi vertici. Se cosi nosdopggliendo gli archi
di C dal grafoG, si otterrebbe un graf6” in cui ogni vertice &€ ancora di grado
pari: un arbitrario arco incidente@ ma rimasto in’ potrebbe essere inserito
in un circuito non vuotd’, ma l'unione diC’ e C' darebbe un nuovo circuito di
G contenent&”, contro la massimalita di’;

e per quanto appena detto, la componente connes§adlil circuito C' stesso:
poiché G é connesso, si h& = C, quindi C' contiene tutti gli archi diG.
(Nota bene: la scrittur& = C' e un abuso di linguaggio: qui péf si intende
il grafo i cui vertici e i cui archi sono quelli che appaionollaesuccessione
vertice—arco—vertice del circuit@.)

|

Possiamo essere piu specifici ed affermare che se esistecuitaieuleriano in
un grafo, allora da ogni suo vertice e possibile descrivereircuito euleriano, come
enunciato nella seguente:

Proposizione 1.6Sia G un grafo euleriano. Allora da ogni suo vertiaee per ogni
arco e incidente adr esiste un circuito che parte dae vi rientra attraversac.

Dimostrazione. Abbiamo visto in precedenza che in un grafo euleriano ogtiicesha
grado divisibile pe. Partendo da, uscendo dall’arce, € allora possibile tornare in
x. Prendiamo tra tutti i circuitt, e, . . ., z un circuito massimalé’, ovvero un circuito
del tipox, e, ...,z che perd non sia contenuto propriamente in nessun altroittirc
siffatto. Lo stesso ragionamento della Dimostraziogg (el Teorema 1.5, prova che
detto circuito massimale é euleriano (comprende tutti glhiadel grafo): allora il
circuito ottenuto percorrend@ in ordine inverso, parte dae vi rientra attraverse.

O

In un grafo uncammino eulerianoe un cammino che comprende tutti gli archi del
grafo.

Proposizione 1.7Sia G un grafo connessa;, y € V(G): allora esiste un cammino
euleriano trar ey se e solo se ey sono i soli vertici di grado dispari irt.

Dimostrazione. &) Supponiamo che esista un cammine z, ...,y che parte dal
verticexz, termina nel vertice e attraversa tutti gli archi (una sola volta!). Si possono
verificare due casi:

1. {z,y} € E(G): in questo caso, consideriamo il nuovo gré&foin cui V (G') =
V(G) edE(G") = E(G) U {{z,y}}. In G’ a partire dac possiamo costruire
un circuitod =z, ..., y,{z,y}, z che quindi percorre (una sola volta!) tutti gli
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archi diG. Per il Teorema di Eulero 1.5, tutti i vertici avranno gradoipn G’.
Masez € V(G) siha

d /(Z) sez g {JJ, }
da(z) = { dg/(z) —1 seze {x,z}

quindiz ey sono i soli vertici di grado dispari i&.

2. {z,y} € E(G): in questo caso non é possibile rimuovere |'arco, come si pud
vedere dall’esempio in Figura.

1 p 2
r=1 y=2

4 3 c=1,{1,2},2,{2,3},3,{3,4},4,{4,2},2

Costruiamo invece un graf6é’ aggiungendo un nuovo verticé e due nuovi
archi{z, f} e{f,y}. In questo grafo si ottiene, dal camminahe contiene
tutti gli archi di G, un cammino chiuse’ = =z,...,y,{y, f}, f,{f,x}, = che
contiene tutti gli archi dG’, ovvero un cammino euleriano @f. Per il Teorema
1.5 ogni vertice i’ ha grado pari, e notando che

2 sez=f
de(z) =< da(2)+1 seze {z,y}
dg(z) sez & {x,y}

segue che ey sono gli unici vertici diGG di grado dispari.
Dimostrazione. () Come prima si possono presentare due casi:

1. {z,y} ¢ E(G): possiamo allora aggiungere quest’arco al grafottenendo un
grafo G’ in cui tutti i vertici hanno grado pari (abbiamo aumentatd @olo il
grado diz edy): per la Proposizione 1.6 esiste un circuito eulerian¢rirche
parte dar e rientra inz attraverso l'arcq z, y}, siaesse@’ = z,...,y, {y,z}, x.
Chiaramente il cammino = z, ...,y che si ottiene da’ cancellando I'arco
{z,y}, € euleriano irG.

2. {z,y} € E(G): si costruisce, in modo analogo alla Dimostraziorg),(un
grafo G, i cui vertici sono tutti di grado pari. Per la Proposizioné ésiste un
circuito euleriana’ in G’ che parta da e rientri inz attraverso l'arcq{ f, x },
e necessariamente safa=z,...,y,{y, f}, f,{f, «}, z: allora il camminac =
x,...y € euleriano irG.
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1.4 Connessione e numero di archi

Un grafoG senza cicli viene chiamatoresta; seG oltre ad essere aciclico & anche
connesso, parleremo dibero. Le componenti connesse di una foresta sono quindi
alberi.

Osservazione.Si noti che in un grafo aciclico esiste al piu un solo cammnacdie
vertici.

Data una famiglia di sottoinsiemi di un insieme, un membitadamiglia emas-
simaleper inclusione (rispettivamentsiinimale) se non e propriamente contenuto in
(rispettivamente: se non contiene propriamente) un alembro della famiglia.

Un sottografoH di G € massimale rispetto ad una proprigtaseP é vera inH
e se per ogni sottografé' © H tale che la proprietd® vale suF alloraFF = H
(ovvero H non é contenuto propriamente in nessun sottograf@ dhe verificaP).
Analogamente un sottograf@ di un grafoG € minimale rispetto ad una propriefa
seP e vera SuH e se per ogni sottografd C H tale che la propriet® vale suF
alloraF' = H (non vi sono sottografi propri dii che verificandP).

Vediamo un esempio. Sid il grafo indicato in figura.

C

G b e V(G) ={a,b,c,d,e}

a

Consideriamo la famiglia di tutti i sottoinsiemi ®i(G) il cui sottografo indotto in?
e completo:

{{a}, {0}, {c}, {d},{e} {a, b}, {a, d}, {b, ¢}, {b,d}, {c, d}, {d, e}, {a, b, d}, {b, ¢, d}}

Gli elementi di tale famiglia che inducono un sottografo pbeto massimale sono
{d, e}, {a,b,d}, {b,c,d}. Sinoti che pur essendo massimali, tali sottoinsiemi non
hanno la stessa cardinalita.

Se|V(G)| = ne|E(G)| = (3) allora si puo affermare ché& e sicuramente
connesso. Lo stesso vale|#4G)| = () — 1. E naturale domandarsi qual & il numero
massimoD(n) di archi che un grafo sconnesso swertici puo avere. Si noti che
questo significa che se un grafo swertici é tale ched £(G)| > D(n) alloraG e

necessariamente connesso.

Dn) (n;l) _ (n—1)2(n—2).

Proposizione 1.8

Dimostrazione. Quando € massimo il numero di archi presenti & minimo il namer
degli archi assenti. S& non e connesso, cio significa che i suoi vertici sono divisi in
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due insiemi disgiunti, di cardinalitaen —x con1 < x < n—1, e tali che non ci sono
in G archi con vertici in ambedue questi insiemi. Il numero dihaiche avrebbero
potuto collegare i due sottoinsiemi (ma che sono stat)teltin — z) = —2? + nx. Il
minimo per questo polinomio in di grado2 si ottiene per = 1 ex = n—1; quindi il
massimlo numero possibile di archi presenti & dato dalla coete com — 1 vertici
ed é(n; ) 0

OsservazioneSe( e un grafo connesso come sono fatti i suoi sottografi di copgert
connessi minimali (rispetto ad essere connessi e di cap@PtuE facile convincersi
che se un sottografo ricoprerife C G & connesso e minimale, allora non ha cicli:
altrimenti, il sottografo dil’ che si otterrebbe eliminando un arco da un ciclo sarebbe
ancora connesso, contraddicendo la minimalitA.dPercio un sottografo di copertura
connesso minimale é un albero.

Teorema 1.9 Un grafo G connesso com vertici & un albero se e solo $&(G)| =
n— 1.

Dimostrazione. (=) SiaG un albero: fissata: € V(G), vogliamo descrivere una
biiezionef : V(G) \ {z} — E(G). Perogniy € V(G) \ {z}, siaf(y) € E(G) l'arco
iniziale del cammino semplice daa x: tale cammino esiste ed & unico, esseado
un albero, e questo garantisce il fatto che la definiziond@hzionef sia ben posta.
Vediamo ora che tal¢ é iniettiva. Sianay, z € V(G) \ {z}, y # z e supponiamo che
f(y) = f(2) = e. Questo implica che = {y, z} e che tale arco chiude un ciclo
contro ipotesi.
©

e

Inoltre, ogni arcee = {y, z} & il primo arco di un cammino da uno dei suoi due
vertici versoz: siac(z) il cammino semplice da ad z in G; se f(z) # e allora
(y,e,z,c(z)) & il cammino (unico!) da adx e dunquef(y) = e. Tale ragionamento
mostra che I'applicaziong € anche suriettiva: ne segue ¢h&G) — {z}| = |E(G)|
Cioé|E(G)| =n—1.

Dimostrazione. (<) Per induzione. Caso base= 2. Il grafo ha2 vertici ed un solo
arco che li unisce: questo evidentemente € un albero.

Passo induttivo: Supponiamo che un grafasul vertici conn—2 archi sia un albero.
Prendiamo in considerazione un gréfa@on |V (G)| = ned|E(G)| = n— 1. Essendo
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GG connesso per ipotesi, per ogni suo vertice V(G) valedq(z) > 1. Se per assurdo
tutti i vertici avessero grado almeRpusando la relazione (1.2), si avrebbe

< Y da(z) =2|E(G)| =2(n— 1),

zeV(GQ)

impossibile. Esiste allora almeno un vertice, gjai gradol. SiaG’ il grafo otte-
nuto daGG rimuovendo il verticey e I'unico arco, sia, ad esso adiacente: ne risulta
V(G| =n—1, |E(G")| =n— 2. Perinduzion& & un albero. Poiché l'inserzione
di z e die in G’ non puo creare un ciclo, ne segue che arE€leeun albero. O

Corollario 1.10 Se|V(G)| =ne|E(G)| < n — 1, allora G non € connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo chésia connesso. Considerianiy C
G sottografo ricoprente connesso e minimale. Per quantonappisto si ha che
|E(G")| =n—1, maallorasarebbe — 1 = |E(G')| < |E(G)| < n — 1: impossibile.
O

Proposizione 1.11In un albero (con piu di un vertice!) ci sono almeno due veédic
grado 1.

Dimostrazione. Siac il numero di vertici di gradal di un grafoG: allora per la
sommatoria dei gradi vale

Y do(x)= > delx)+ D delx) >c+2n— o)
zeV(Q) TEV(G) z€V(G)
dg(z)=1 dg(z)>2

In particolare, s&- € un albero, per il Teorema 1.9 si ha

> dg(z) =2E(G)|=2(n—1):

zeV(Q)

confrontando le relazioni precedenti segue 2.
(Dimostrazione alternativa: gli estremi di un cammino nrasde di G sono entrambi
di gradol.) O

Possiamo trovare in un albero piu di due vertici di gra@dsi noti che in un albero
T sex € V(T') hagradaly(x) > 1, allora ci sono almendr(z) vertici di gradol. Si
prenda infatti I'insieme di tutti i cammini semplici di che abbiano un estremo in
e siano massimali: ve ne sono esattameénte), e per ogni tale cammino, I'estremo
diverso dar ha gradal.
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Se ne deduce il seguente

Corollario 1.12 In un alberoT” se indichiamo com il numero dei vertici di grada
si ha
> d =d(T).
> g o) = )
Ricordiamo che una foresta € un grafo semplice senza cid¢iedeccomponenti
connesse di una foresta sono alberi.

Proposizione 1.13In una forestal’ il numero di componenti connessgF') soddisfa

la relazione
|E(F)| = [V(F)] = MF). (1.4)

Dimostrazione. Per ogni componente connesBadi I, per (1.9) si hdE(F;)| =
|V(Fi)| — 1; quindi

A(F) A(F)

ACF)
|E(F)| = Z |E(F)| = Z V(F) = (1) = [V(F)| = MF).

i=1

Il seguente Teorema, dovuto ad A. Bondy, € legato alla cossjre di dati.

Teorema 1.14 Dati n sottoinsiemi distinti4d; di un insiemeX di n elementi, allora
esister € X tale che gliinsiem#; \ {z} siano ancora tutti distinti.

Dimostrazione. Si puo considerare senza perdita di generalita= {1,2,...n} e
associare ad ogni sottoinsierde il suo vettore caratteristice® = (z{% ... 2.
(Ricordiamo che, fissato un sottoinsieme C [n], il suo vettore caratteristico
2 = (z{'...2;) e dato daw)! = 1sej € A, z/! = 0sej ¢ A). Ad esem-
pio, sen = 6 al sottoinsiemed = {2,3,5,6} C [6] associamo la stringa binaria
x4 =(0,1,1,0,1,1) € {0,1}S.

Il problema diventa: prese stringhe distinte lunghe trovare un indice tale che
le n stringhe lunghe, — 1 ottenute sopprimendo lasima coordinata restino distinte.

Consideriamo il grafas i cui vertici sianoV (G) = {2z : 1 < i < n} e tra
due stringhe esiste un arco se le stringhe differiscono parsola coordinata. Colo-
riamo gli archi del grafo con gli indici delle coordinate:sasiamo il colore all’arco



1.5. ALGORITMO DI KRUSKAL 13

{A, B} € E(G) sei é I'indice dell'unica coordinata in cui le stringhe' e 27 diffe-
riscono. Dimostriamo ora che in questa colorazione nongrassssere presenti tutti
i colori {1,2,...n}: uno tra i colori non utilizzati potra allora essere elimmaPer
fare questo, affermiamo che in un ciclo arbitrario(¢liogni etichetta presente su un
arco appare almeno due volte: infatti percorrendo il cighadire da un suo qualunque
vertice, alla fine del giro tutte le differenze tra coordasi sono annullate. Percio to-
gliendo un arco (colorato) da un ciclo, il numero di archimebvo grafo cosi ottenuto
diminuisce, ma non diminuisce il numero dei colori pressagli archi. Iterando que-
sto procedimento distruggiamo tutti i cicli mantenenddterato il numero di colori.
Al termine di questo processo otteniamo un grafo acicliatodhe gli archi di una
foresta sono al massimo— 1, non potremmo averli colorati cancolori distinti! 4

1.5 Algoritmo di Kruskal

SiaG un grafo semplice. Chiamianfanzione di costo una funzione
c: E(G) - R*

che associa ad ogni arco del grafo un numero reale non negalivcosto di un
sottografoF di G € il numero reale(F") definito come

e€E(F)

Ha senso allora cercare gli alberi ricoprenti di costo mmiQuello che viene descritto
di seguito e un algoritmo, introdotto da J.B.Kruskal in [&he fornisce un albero di
copertura di costo minimo.

SiaG un grafo connesso suvertici con funzione di costeassegnata. L'algoritmo
costruisce ad ogni passo una foresta sui vertic¥ daggiungendo un nuovo arco alla
foresta gia costruita.

e Passoiniziale: siinserisce nella foresta= (V' (G), 0) un arco a scelta tra quelli
di £(G) che hanno costo minimo: sia esso(quindic(e;) = min.cg(q) c(e)).

e Passd-simo: abbiamo costruito una foredta ; = (V(G), E(F;-,)) cont — 1
archi E(F,_1) = {ej,es,...,e,.1}. Inseriamo ora un nuovo arco, sig €
E(G)\ E(F;-1) in modo che

1. per il sottografd; = (V(G), E(F;)) di archi
E<Ft> = {617 €2,...,€1, et}

valgai(F}) < A(Fi_y);
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2. il costo die, sia minimo tra gli archi d(G) non ancora inseriti per i quali
valga la condizione precedente, i.e.

c(e;) =min{c(e) : e E(F;_1), Me1,...,e—1,e) < Aeq,...,e-1)}

ove con(ey,...,e;) siindica il numero di componenti connesse della
foresta(V (G), {e1, ..., ¢e;}).

e ci fermiamo dopo il passb= n — 1 (cioe non appena sono stati inseriti- 1
archi)

Teorema 1.150gni sottografo diG ottenuto tramite I'algoritmo di Kruskal € un
albero ricoprente di costo minimo.

Dimostrazione. Anzitutto si noti che il sottografd;,,_; di G & un albero. Ad ogni
passo dell’algoritmo infatti, la condizione 1. ci assicahee ogni sottografd; di G

e una foresta, poiché vale la relazioh@}) + t = n della Proposizionel.13: allora
F,,_, essendo una foresta con esattamentel archi, & un albero.

Sianoey, . . ., e,_1 gli archi utilizzati (in quest’ordine) dall’algoritmo: pe&ostru-
zione si ha che(e;) < ¢(es) < ... < ¢(e,—1). Sia oraT un altro albero rico-
prente diG ed ordiniamo l'insieme dei suoi arcld(7") = {a4,...a,_1} per costo
crescente, i.e.c(a;) < c(az) < ... < c(ap—1). Affermiamo chec(e;) < c(a;)
peri = 1,...,n — 1 (questo implica che:(F,_;) < ¢(T) per ogni albero rico-
prenteT" di GG, ovvero cheF;,,_; ha costo minimo). Durante I'esecuzione dell’algo-
ritmo il numero delle componenti connesse dei sottografiihevia vengono co-
struiti diminuisce strettamente passandondino al. Supponiamo per assurdo che
esista almeno un indice per cuic(es) > c(as), e sia esso il minimo: quindi vale
cles) > clas) > clas—1) > ... > c(ay). Se al passe-esimo abbiamo scelto I'arcg
anziché uno fra gli archja4, . . ., a5}, allora deve aversi

)\(617 ey €5-1,01, . .. 70’8) = )\(617 . -768—1) (15)

('inserzione dell’arcaz, non avrebbe diminuito il numero di componenti connesse).
Da questa uguaglianza, ricordando che aggiungendo arobmiero di componenti
connesse non pud aumentare, si ricava

Mag, ... as) > Neq, ..., €5.1,a1,...,05). (1.6)
Confrontando la disequazione (1.6) con I'uguaglianza)(di.arriva a
Aag, ... as) > MNeg, ... es 1). (1.7)
Ma le due foreste in questione soddisfano (cfr. (1.4))
AMay, ... a5) +s=n=Aep,...,es_1)+s—1 (1.8)
implicando
Aar, ... as) < Aep, ..., es 1), (1.9)

una contraddizione con (1.7). O



Capitolo 2

Alberi, foreste e permutazioni

2.1 Formula di Cayley

E interessante stabilire, fissato un gratpquanti sono gli alberi di ricoprimento di
G. Il problema non e di facile soluzione, in generale. In gattre, dato un intero
n, potremmo cercare di contare quanti alberi di coperturgntii®ccorrono nel grafo

completo sw vertici K,,. Denotiamo in seguito cofi(n) tale quantita. Partiamo da
un esempio. Sia = 3.

A. s
1 2

| suoi alberi di copertura sono i seguenti:

3 3 3
1 L 2 1 /\ 2 1 A 2
Se non si tenesse conto delle etichette, i tre alberi sarelbeistinguibili; in effetti
sono tutti isomorfi al cammino semplice 3wertici:

15
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Facciamo ancora un esempio, 0oe- 4.

Ky

Ecco due tra gli alberi di copertura 8i, isomorfi ad un cammino semplice $wertici:

oppure

E interessante notare che vi sono alberi di copertur dche non sono isomorfi a
cammini semplici, ad esempio:

Il lettore puo verificare che ci sonbalberi di ricoprimento diK’, isomorfi all’albero
della figura precedente.

Il seguente notevole risultato, noto come formula di Caydéyuna formula chiusa
per 'enumerazione degli alberi di coperturald.

Teorema 2.1 Pern > 1, il numero7’(n) di alberi etichettati distinti sw. vertici &
T(n)=n""2

Nonostantel'(n) si esprima in modo cosi semplice, non esistono dimostrazion
altrettanto semplici e dirette di questo fatto. Nel corsglidenni sono state trovate
numerose dimostrazioni della formula di Cayley. Le ideelbdaslelle varie dimostra-
zioni differiscono tra loro in modo sostanziale; mettedakieme si scoprono legami
talvolta insospettati tra le varie parti della matematisd.illustrazione di cio, daremo
tre diverse dimostrazioni della formula. Per altre dimaaitni si consultino i testi [8],
[10], [14], in bibliografia.
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2.2 Il codice di Prifer

Descriveremo ora una codifica degli alberirsuertici, etichettati in»|, tramite parole
sull'alfabeto{1,2,...,n} di lunghezzan — 2, nota appunto comeodice di Prufer
(cfr. [11]).

Associamo al generico albeflodi copertura diK,, la stringan-aria
fn(T) - (a'la ag, . .. 7a'n—2) € [n]n_Q
nel seguente modo iterativo:

e Primo passo. Consideriamo tra i vertici di graddi 7, = 1" quello di etichetta
minima, sia ess6,: esiste un unico verticgadiacente &, (poichéb, € di grado
1), chiamiamo allora, := y. Cancelliamo d& il vertice b, e I'arco{a;, b,} ad
esso adiacente: otterremo ancora un aligérsuglin — 1 vertici rimanenti.

e {-Simo passo. Abbiamo cancellate- 1 vertici da7'. Consideriamo, nell'albero
T;_1 su(n—i+1) vertici, il suo vertice di grada di etichetta minima, sia essg
Vi e un unico vertice,’ ad esso adiacente, poniamo allafa= 3. Cancelliamo
daT;_, il vertice b; e I'arco {a;, b;}: cido che rimane & un alber;, sun — i
vertici.

¢ Cifermiamo quando I'albero cosi “potato” ha un solo arcoye dertici), ovvero
dopon — 2 passi.

lllustriamo l'algoritmo con un esempio. Il vertice cerctuad ogni passo e quello di
gradol di etichetta minima e verra rimosso.

2 7 7
To=T 6 ¢—d> T 6 e—e
1 5 1 5
8 3 8 3
a1—6 CI,2—4
61: b2:
7 7
T, 6¢—e T, 6 e—e
1 5 1
8 8
a3—1 ay 4
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7
Ty 6 4 T5 61—@4 TG 61
8 8 8
as = 4 ag =6

Si ottiene f3(T') = (6,4,1,4,4,6). Ricordando ché[n|"~?| = n"~2, possiamo
enunciare il Teorema di Cayley nella seguente forma:

Teorema 2.2 Sia 7,, I'insieme degli alberi di copertura di,,. Il codice di Prifer
fu: T, — [n]"~% & una biiezione.

Dimostrazione. Anzitutto notiamo che gli interb;, © = 1,...,n — 2, sono tutti di-
stinti, mentre i verticiz; possono anche ripetersi. Inoltre quando l'algoritmo ssta
abbiamo un solo arco residuo, e certamente uno dei suoi dtiei vieve essere:
infatti n sopravvive perché, anche qualora a un certo passo delifagoil vertice
etichettato da diventasse di gradb, in ogni caso ci sarebbe almeno un altro vertice
di gradol, e la sua etichetta necessariamente deve essere minard*dr comodita
poniamoa,,_; = n € siab,_; 'unico elemento dell'insiemé: — 1]\ {by,...,b,—2}.

Si puo allora rappresentare il processo di codifica con urteecaa x (n — 1) (quello
che chiameremo il codice completo):

ap a2 ... Ap—2 QAp_-1

by by ... byp_a b1
doveb,, ..., b, o sono i vertici che vengono potati di volta in volta nella cagtone,
ai,...,a,_2 SONO i loro rispettivi adiacenti, la colonré b% rappresenta un arco

dell'alberoT e le colonne seguono I'ordine in cui gli archi sono stati wétll'albero.
Il codice di Prufer é rappresentato dalla strinQél’) = (aq,...,a,—2) (la(n — 1)—
sima colonna non viene usata in quanto e determinata ume dalle condizioni
an—1 = nef{b,...,bp_o} U{n,b,_1} = [n]). Abbiamo visto che per I'alber@
dell’esempio precedente il codice di Prufef&7) = (6,4, 1,4,4,6), mentre il suo

codice completo &
6 4 1 4 4 6 8
23517 46 )

Alberi di copertura diversi hanno codice completo divemmoché I'insieme degli archi
dell'alberoT e determinato dal suo codice completo:

BE(T) = {{ai,bi} :i=1,2,...,n—1}.
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Vediamo allora come dal codice di Pruferdisia possibile ricostruire il codice com-
pleto (la matrice & righe edn — 1 colonne). L'insiemgay, as, . . ., a,_2} consiste di
tutti i vertici di 7' di grado strettamente maggioreldicon la possibile eccezione «li
D’altrondeb; # n, quindi

by = min{[n|\ {ai1,...an_2,n}}.

Dopo aver rimosso i verticfb,, ..., b;,_1}, 'insieme{a;, ..., a, o} nellalbero resi-
duo consiste di tutti i vertici di grado strettamente maggidi 1, con la possibile
eccezione di, quindi notando che al-simo passo I'albero residuo non contiene piu
i vertici {by, ..., b;_1 }, analogamente al primo passo abbiamo

by = min{[n| \ {as,...an_2,n,b1}}
bi = min {[n] \ {ai, Aitr1y---Ap_2,MN, bl Ce bi—l}}

bn—1 =min{[n]\ {n,b;...b,—2}}
Questo mostra che I'applicaziorfg € iniettiva.
Proviamo ora ch¢,, & anche suriettiva. Partiamo da un’arbitraria stringa

(a1,a,...,4,_9) € [n]"_2

e sianaby, bo, . . . b,_, definiti applicando formalmente le relazioni precedentni
che, poiché nessuno degliinsiemij\ {a;, a;11, .. .a,_2,m,b1 ...b;_1 } dicuisiprende
il minimo & vuoto, tali minimi sono elementi ben definiti i) e sono univocamente
determinati dalla successioag a,, . . ., a,_2, n; NOtiamo inoltre ché; # b; peri # j.
SiaG il grafo di vertici V(G) = [n] ed archi indotti dalle colonne della matriex

(n — 1) cosi ottenuta
ay az ... Ap—2 Qap_q
by by ... byp—o by—q )’

owero B(G) = {{a;,b;} : i = 1,2,...,n — 1}. Vogliamo provare che tale grafo
G é aciclico: questo sara sufficiente a dimostrare €hé un albero, essendo aci-
clico con esattamente — 1 archi edn vertici. Per costruzione gli elemeritj del-

la seconda riga sono tutti distinti. Inoltke non € un’estremita di nessuno degli ar-

chi{a;1,0i11}, ..., {an_1,b,_1}, Quindi{a;, b;} non puo chiudere un ciclo nel grafo
con verticiin[n] ed arch{a;1,b;41}, - . ., {an—1,b,—1}. L'applicazionef,, & pertanto
biiettiva e ne segué&(n) = n" 2. 0

Si invita a questo punto il lettore a costruire I'albero assw ad una stringa di sua
scelta.

Osservazione.Sia f,,(T)) = (a4, .. .,a,_2) il codice di Prifer di un fissato albefB
su [n] vertici: se denotiamo cobi(l) = [{i : a; = [}| il numero di occorrenze di un
interol € [n] nella stringaf,,(T), alloradr(l) = §(I) + 1. Infatti sea; = [ allora al
passa—simo dell’algoritmo abbiamo potato un vertice=s ' (/) che era di grada
nell’alberoT;_,, ed il minimo con questa proprieta tra i vertici'fii_;: pertanto si ha
dr, ,(1) =drg,(l) +1se e solo se; = I.
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2.3 \Vertebrati e formula di Cayley

Si noti che la nozione di grafo aciclico connesso (ovverbead!) & diversa da quella
di albero radicato (rooted tre@ che si incontra piu frequentemente in informatica.
Fissato un alber@’ su[n] vertici, possiamo costruire un albero con radice “puntédndo
uno specifico vertice. In altre parole, un albero radicato& eoppia(7’, ), conr €
V(T'). Si deduce che, per ogni fissato alberorsuertici, vi sonon alberi radicati
distinti, e quindi il numeroRT'(n) di alberi radicati sux vertici & pari an volte il
numero totale di alberi etichettati:

RT(n) =nT(n).

Nella figura seguente, a sinistra abbiamo un alber® sertici, a destra abbiamo

I'albero radicato che si ottiene con la scelta del verticeme radice.
2 7 2 7

T 6 4 RT 6 4

8 3 8 3

Spesso si usa rappresentare un albero radicato nel seguashig“pettinandolo” dalla
radice verticalmente, qppure orizzontalmente)

Chiameremovertebrato ogni albero etichettato su vertici in cui si scelgan@
vertici speciali (non necessariamente distinti) detttaes coda. Un vertebrato puo
essere rappresentato percio da una téiha, t), dove7 e un albero di copertura di
K, ec,t € [n]. Fissato un albero di copertui@ si possono ottenere da essb
vertebrati distinti. Pertanto se indichiamo cdnla famiglia dei vertebrati su vertici
si ha

V.| = n*T(n). (2.1)
SeT é l'albero non radicato della figura precedente, qui sottnstsa si trova |l
vertebratd 7, ¢,t) conc =7,t = 1.

2 7 7T 4 7 4 1
°*e — e —
| |
6 6 Jee5) 6 3 5)
15
2 8 2 8
8 3



2.3. VERTEBRATI E FORMULA DI CAYLEY 21

Un vertebrat 7', ¢, t) determina univocamente un cammi@o= c, ..., ¢ (I'unico!)
che unisce: at in T. Se si eliminano dd" gli archi del cammind’, si ottiene una
foresta. Ognuna delle componenti connesse della foresteene uno e un solo vertice
di C' e puo essere pensata come un albero radicato in quel vertice lshdichiamo
con V(C) l'insieme dei vertici che appaiono nel camminbd Dato un vertebrato
(T, c, t) restano percio specificati un cammino orientéte= ¢, ..., ¢ e una famiglia
{T,}yev(c) dialberi radicati( 7, y), eventualmente ridotti al solo pungpa due a due
disgiunti (vedi figura precedente). Viceversa fissiamo utogtsiemeC' C [n] con la
scelta di un un ordinamento lineare Sudenotato qui corc (che puo essere pensato
come un cammino orientato sugli element(yi e sia assegnata una famiglia di alberi
{T,}.cc dove ogniT, & un albero radicato im, con le proprieta seguenti:

o V(T)\{zhnC=0;
e V(T,)NV(T,) = 0 per ognix # y;
o UrecV(T) = [n].
Allora dalla terna(C, <, {7, }.cc) Si puo costruire il vertebrat@", ¢, t), ove se
v <vy < ...<up

sono gli elementi dC' nell'ordinamento lineare prescelto, allota= vy, t = v, €
T = (V(T),E(T)),conV(T) = [n],

E(T) = {{vi,v2}, {v2,v5}, ..., {wn_r, o} U | E(T).

zeC

Chiamiamcendofunzione di A una funzione di uninsiemé in sé. Nella dimostrazio-
ne che segue, considereremo per ogni endofunzidaesue cosiddettieerazioni Per
motivi di consistenza si definisc€ : [n] — [n] come la funzione identitgi’(j) = j
per ognij € [n]. Inoltre abbiamo la ricorsione

F1G) = f(f71()) pert > 1.

Ci proponiamo adesso di descrivere una biiezione tra i beatesun vertici e le
endofunzioni di un insieme ad elementi, che possiamo pensare come l'insi¢me
Poniamo

Fo=Af:[n] — [nl}

Teorema 2.3 (A. Joyal) Per ogni intera > 0 esiste una biiezione tra endofunzioni di
[n] e vertebrati sw vertici e quindi si ha

| Fol = [Val. (2.2)
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Prima di vederne la dimostrazione, vediamo come dal Teopeedente segue
il Teorema di Cayley:

Corollario 2.4 Per ogni interon > 0 si ha
T(n)=n""2

Dimostrazione. Una endofunziong’ € F, & completamente determinata quando
sono specificate le immagini secondldi ogni intero: € [n]. Ci sonon modi diversi

di assegnare un valore gd1), » modi diversi di assegnare un valore A(), etc.
Infatti sej # i la scelta di un valore pef(j) non vincola la scelta di un valore per
f(4) (lafunzione non deve necessariamente essere iniettivaita o altro): in totale
visonon-n-...-n = n" modi distinti di definire un’endofunzione, quindk,,| = n".
Segue dalla (2.2), ricordando la relazione (2.1), che

|

A questo punto vogliamo visualizzare le endofunzioni intiexi di grafi, e
per questo abbiamo bisogno di un nuovo concetto di grafouirg archi hanno
un’orientazione.

Un grafo diretto G & una coppia di insienl/ (G), E(G)) doveV (G) & un insieme
finito, F(G) C V(G) x V(G) € un insieme dcoppie ordinatedi elementi diV (G).
Glielementi diV (G) (e di E(G), rispettivamente) continuano a essere chiamati vertici
(e archi, rispettivamente). Si noti che in questa definiginan si esclude che:, x) €
E(G). Possiamo dare una rappresentazione tramite un graféodo@ne per i grafi
semplici, unendo pero un vertieead un verticeh con un arco orientato vergose la
coppia(a, b) € E(G). In figura abbiamo rappresentato il grafo diretto in Byiz) =
{17 2, 3} EdE(G) = {(17 1)? (17 2)? (27 3)? (37 1)? (37 2)}

&y

In un grafo diretta si definisce ilgrado entrante di un verticex € V(G) come
il numero di archi diG per i qualiz € il vertice di arrivo:

dg(z) = {a: (a,2) € E(G)}; (2.3)

analogamente igrado uscentee il numero di archi diz per i qualiz € il vertice di
partenza:
d&(z) = {a: (z,a) € BE(G)}]. (2.4)
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Nell’esempio della figura precedente si hédz (1) = 2, di(1) = 2, d;(2) = 2,
d5(2) =1,d5(3) = 1,d5(3) = 2.
All’'endofunzionef : [n] — [n] associamo ora il grafo dirett®; = (V(Gy), E(Gy))

ponendd/ (G) = [n] e mettendo un arco orientato daersob seb = f(a), i.e.

E(Gy) = {(a, f(a)) : a € [n]}.

Ad esempio pen = 5 ed f descritta da

£ Bl

—

Wk B W= Ol

111111

U W N~ Ot

si ottiene il grafo diretto seguente:

<)
@)

Il grafo diretto di un’endofunziong e caratterizzato dal fatto che il grado uscente
di ogni vertice él: questo consegue dal fatto che la funzighassegna ad ogni ele-
mentoz del suo dominidn] un unico elementd(z) € [n], a cui corrisponde I'unico
arco(x, f(x)) uscente da.

Un elementa: € [n] si dicericorrente rispetto a un’endofunziong¢ € ¥, se
esiste un intera > 0 tale chef‘(a) = a; chiameremo un elementeansiente se
non é ricorrente. Denotiamo cd®y C [n] I'insieme degli elementi ricorrenti per la
funzionef.

Partendo da un elemento transiente, le applicazioni @etatla funzione corri-
spondono a un percorso di archi concatenafi jn secondo la loro direzione. E ovvio
che tale percorso finisce in un ciclo. Infatti una funziongwsd iterare un numero
illimitato di volte e in particolare nella sequenza

a, f(a), f*(a),..., ["(a)

che corrisponde a un percorsordarchi concatenati, gl + 1 vertici non possono
essere tutti distinti.

Sia fi(a) il primo vertice che si ripete, e sif{(a) = fi(a) la prima apparizione
successiva. Deve essere allora chiaro che la successiarehddas’(a) ad f'(a) rap-
presenta un ciclo ben orientatod@j (e che il resto del percorso & ingabbiato in questo
ciclo). Quindi abbiamo scoperto che se si itera la funziopariire da un elemento
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transiente, si arriva necessariamente nell'insieme aéginenti ricorrenti. In partico-
lare nel percorso appena descritto gli elementizdmo a f*~'(a) sono transienti, e
tutti i restanti sono ricorrenti. Di piu, i ricorrenti songatamente gli elementi che si
trovano su cicli ben orientati.

Concentriamoci adesso sui cicli. Ogni ciclo € ben orientdtdatti se cosi non
fosse, ci sarebbe un ciclo dove si alternano successiomcli eoncatenati in senso
orario e antiorario; ma allora quando si passa in un vertiteehso antiorario al senso
orario, quel vertice ha grado uscegteun assurdo. Se pero ogni ciclo &€ ben orientato,
allora i vertici dei cicli sono interamente contenuti nielsieme dei ricorrenti. | vertici
transienti possono essere partizionati a seconda del memntice ricorrente sull’unico
cammino che partendo dal vertice in questione arriva arnécdi: chiamiamo tale
ricorrentepunto di contatto di questo transiente. | vertici transienti che hanno lo
stesso punto di contatto, insieme al loro punto di contatidycono un sottografo
di G, che, se non consideriamo I'orientazione dei suoi archi,reesso (perché?).
Inoltre questo grafo & chiaramente aciclico, e allora € baral

Osserviamo infine che i cicli ben orientati non possono g&earsi. Altrimenti,
consideriamo un cammino comune massimale di due cicli:ci@bemino € orientato,

e il suo ultimo vertice deve avere grado uscente alnzegia nell’'unione di questi due
cicli, assurdo.

Pertanto, se poniamo per ogn Ry
V(T,) ={a ¢ Ry : ilpuntodicontattodi ex} U {x} C [n]
tali insiemi sono a due a due disgiunti:
V(T,)NV(T,)=0 sex#y

e anche

U v(@) =

Z’ERf

Si noti che l'insiemé/ (T,) puo ridursi al solo elemento.

Fissata dunque una particolare endofunzigne costruito il grafo dirett@-; ad essa
associato, abbiamo mostrato che il sottografo non oriemtabtto dal sottoinsieme di
vertici V' (7,) nel grafo orientatd@-; & un albero, per ogni € Ry.

Dimostrazione. (Teorema di Joyal) E facile vedere che il grafo indotto sutiviedi
R, corrisponde a una biiezione. Infatti prima di tutanandal; in se stesso, visto
che I'immagine di ogni vertice di un ciclo € mappato nel vatsuccessivo sul ciclo,
e quindi in un elemento di;. Il fatto che anche il grado entrante &ignifica allora
che la funzione ristretta &, € invertibile: difatti la controimmagine di ogni vertice
e il suo predecessore sul suo ciclo. In sintesi, dalla d&one precedente sul grafo
di un’endofunzione si vede che, fissata un’endofunziorstarad essa associata una
terna(Ry, f|r;, {1:}zer, ), formata da un sottoinsieme fdij, una biiezione su questo
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sottoinsieme (€ la restrizione dia questo sottoinsieme) e una famiglia, indicizzata
dagli elementi del sottoinsieme, di alberi radicati, a dwdua disgiunti, i cui vertici
ricoprono[n].

Viceversa data unatert®, g, {7} } ,ev ), conV C [n], g : V — V biiezione diV e
una famiglia di alberi radicati con le proprieta suddetipu® costrire un’endofunzio-
ne (perché?). Abbiamo visto precedentemente che un vattesirscompone in modo
del tutto analogo come una ter(@ C [n], <, {1, }.ec) ma il secondo elemento della
terna, piuttosto che essere una biiezione su un sottoiesim|, &€ un ordinamento
lineare. Ricordiamo ora che il numero di ordinamenti limnelaun fissato insiemel
|A|! e che tale & anche il numero di biiezioniAti si ottiene pertanto una corrisponden-
za biunivoca tra terne del tipo sottoinsieme-biieziormeifdia di alberi corrispondenti
a endofunzioni e terne del tipo sottoinsieme-ordinameimatre-famiglia di alberi
corrispondenti a vertebrati, ovvero una corrispondenaaibocar, — V,,. O

2.4 Coefficienti multinomiali

Richiamiamo la definizione debefficiente binomiale Sian un numero naturale; e
y due indeterminate. Si consideri la potemzaima del binomidz + y):

(z+y)" = (x+y) - (z+y).
n\;z)lte

Detta potenza, per la proprieta distributiva del prodat@uo riscrivere come

(x4+y)" = 22122...2n (2.5)

dove la somma si estende alle stringhe distinte di lunghezzan z; € {x,y}. Se
nella stringaz,z; ...z, € {x,y}" vi sonoh occorrenze della variabile e quindi

n — h occorrenze della variabilg, poiché le variabili commutano, possiamo scrivere
2% ... 2y = xy" ", Raggruppiamo nella somma (2.5) tuttii monomi del tijg™ "

e indichiamo cor(Z) il coefficiente di detto monomio (da qui il nome di coefficient

binomiale!):
(x4+y)" = Z (Z) ahyn", (2.6)

h=0

Osservazione 1.Dalla discussione precedente risulta subito @)eé il numero di
stringhe di lunghezza su un alfabeto a due simboli cénoccorrenze di un simbolo
e n — h occorrenze dell’altro simbolo. Questo fornisce una primrpretazione
combinatoria del coefficiente binomiale, dalla quale siudedad esempio che

-0
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Infatti data una qualunque stringa= z; ... z, conh occorrenze dk si associ la strin-
gaz’ ottenuta scambiando lecon ley e viceversa. Questa applicazione & ovviamente
biunivoca e le occorrenze die y in 2’ sono rispettivamente — h ed h. (Un altro
modo di dimostrare la (2.7) & osservare che il polinofnig- )™ & simmetrico nelle
variabiliz ey.)

Osservazione 2.1n effetti si potrebbe denotare il coefficiente del monomiidigo

z'y"" come
n . n
h.n—h) \h)

Se0 < h,k < n sono tali che: + k = n, la relazione (2.7) si traduce in

(h, k) - (kh) (2.8)

La (2.6) si puo anche scrivere come

(z+y)" = i (h”k) 2tk (2.9)

h,k
h+k=n

Osservazione 3.Ad ogni fissata stringa; z; . .. z, € {x,y}" possiamo associare un
sottoinsiemd C [n] nel seguente modo: se = x allorai € . In realta ogni stringa
2122 . . . z, determina una bipartiziond, .J) di [n], ovvero due sottoinsiendi, .J tali
cheInJ=0elUJ =|n|,dovei € [ sez;, =z ei € Jsez = y. Inoltre |I|

é pari al numero di occorrenze diin z;2, ... z,, mentre|J| = n — |I| € il numero
di occorrenze diy in z12,...2,. Poiché le indeterminate e y commutano, si ha
22y ... 2y, = xlllyl’l. Sostituendo nella (2.5):

(w+y) = >, allly —Z Z 2yt (2.10)

1,J =0 IC[n
bipartizione di[n] |[I]=

e dal confronto di (2.6) con (2.10) si deduce q@ e il numero di sottoinsiemi di
cardinalitdh in un insieme di cardinalita e quindi con le notazioni di (1.1):

n\ _|(In]
R) [\ h)|
Proposizione 2.5Pern naturale e < h < n siha

n n!
h) ~ hl(n—h) 2.
() Hl(n — ) 1)

Dimostrazione. Utilizziamo la precedente interpretazione combinatoeblinomia-
le, ovvero(}) & pari al numero di sottoinsiemi di cardinalitéin [n]. Per formare un
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tale insiemeA, abbiamaon scelte possibili per il primo elementg , n — 1 scelte tra i
residuin — 1 elementi per il secondo elementg etc. fino allh-simo elementa,, che
puo essere scelto arbitrariamentein (h — 1) modi diversi tra i rimanenti — (h— 1)
candidati. Si osservi perd che in questo modo si sono ctstiste (a;, ..., a;) di
elementi dijn| lungher piuttosto che sottoinsiemi, per un totale di

n!
liste diverse. Si noti che ogni riordinamento(di, . . ., a;,) da luogo allo stesso sot-
toinsiemeA = {ay, ..., a}; poiché vi sono esattamentiémodi diversi di riordinare

la lista data, occorre dividere la quantita in (2.12) peda cui segue la (2.11).

Proposizione 2.61 coefficienti binomiali verificano la seguente ricorsione:

@ B (Z:D i <n;1)' (2.13)

Dimostrazione. Si puo dimostrare questa identita in modo combinatoriotiRania-
mo i sottoinsiemi din| di cardinalitah nelle seguenti due famiglie:

s {ac (M) inea)
s {ac (M) a)

SUS = CZ]), SNS =0.

quindi

Consideriamo I'applicazione

_(In] [n 1] [n —1]
/: < ) 7 \h=1)Y 0 a
definitadaf(A) = A\ {n} e osserviamo che la restrizionefdaS mandasS in ([Z:P)
in modo biiettivo, mentref & I'identita (quindi ancora una biiezione) se ristretts.a
i
Utilizziamo la formula ricorsiva precedente per calcolar@rimi valori del

coefficiente binomiale.

n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
o1 ) 10 10 5 1
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Vediamo un’altra identita soddisfatta dai coefficientidmmali.

(n—h) (Z) - (hil) (h+1) (2.14)

Dimostrazione. Utilizziamo ancora una volta la tecnica del doppio conteg&ia

B= {(mA):aGA,AG (h[i]l)}

la famiglia di tutte le coppie “capo tribu - tribu”, dove le s®bili tribu hanno popo-
lazioneh + 1 e sono state formate scegliendone gli appartenenti da iemedissato
di n individui. Calcoliamo la cardinalita dB in due modi diversi: un primo modo é
guello di scegliere prima la popolazione della tribu su teapo “regnera”: vi sono
(%) modi diversi di farlo; poi si sceglie all'esterno il capo kefribu fra i rimanenti
n — h individui, per un totale di

5=}

Un secondo modo é di stabilire prima qual & complessivaniantigu: ci sono(, ")

scelte distinte. A questo punto dobbiamo scegliere adliimb della tribu un suo capo:
possiamo scegliere arbitrariamente tra/ght 1 appartenenti per un totale di

\B|:(h+1)(hzl).

Confrontando le due uguglianze di ottiene la (2.14). O

Proposizione 2.7

Proposizione 2.8Per ogni fissato naturale la successione

(0 () () () ) @19

e crescente peh = 0,1,...,|5], decrescente pei = |3 |,...,n — 1,n (ovvero &
unimodale).

Dimostrazione. Essendo tale successione simmetrica per (2.7), & suffaiémbstra-

re che
n n n
(5) < ()0t 219

Ma per la (2.14) si ha

() _h+1
(1) n—"n



2.4. COEFFICIENTI MULTINOMIALI 29

Ora o
+h <leh+l<n—hs2h<n—1:
n —
analizzando distintamente i casi in eué pari oppure dispari si arriva comungue alla
conclusione ché < | ]. 0

Corollario 2.9

<LgJ) :max{(Z) ”’207---7”} (2.17)

OsservazioneSen ¢ dispari allord 2| # [2] = |2] + 1 ma(LgJ) = (ju7)-
A questo punto introduciamo la definizioneadiefficiente multinomiale che genera-
lizza quella di coefficiente binomiale. Si consideri la paan-sima del polinomio
T1 + 29 + - - - + 21, OVEZ; SONO indeterminate:

(tr+zo+-+ap)" = (mr+ao+-+ap)... (1 +22+ - +xp) .

-

n volte

Espandendo il prodotto deglifattori, si ha:

(x1+x2...+xk)"zz,zl-~-zn (2.18)

dove la somma si estende alle stringhe distinite . z,, di lunghezzan sull’alfabeto
{z1,...,z}. Se nella stringa; z . .. z, € {x1,...,x,}" vi sonor; occorrenze della
variabilez, ro occorrenze della variabils,, r, occorrenze della variabile, (e quindi
r1+71e + ...+ 1, = n), dato che le variabili commutano possiamo scrivere

229 .. 2y =2 XYk

Raggruppiamo nella somma (2.18) tutti i monomi del tigocs? - - - ;" : il coefficiente
di detto monomio nell’espansione della potenzsima del polinomiac; + - - - + x4, Si
chiama coefficiente multinomiale e viene indicato con

< ) )
r1,To,..., Tk

n T
(T1+ 32+ ay)" = Z (7‘1 ro Tk) A (2:49)

(11,7957 )73 >0
r1+79 +...+7‘k:n

Si ha:

Analogamente al coefficiente binomiale, si ha quindi chefhero naturaleér1 " )

25003k

conta il numero di stringhé-arie di lunghezza: (in questo caso, gli elementi di
{z1,...,zx}") che hanno; occorrenza del simbole;, i = 1,.. . k.
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Osservazione 4Unak-partizione ordinata di [n] € una successionel;, A, ... Ax)
di sottoinsiemid; C [n] tali che

AzmAj :(D,'l?é],

Diremo che una-partizione din| € ditipo(ry, rs, ..., 7x) Se|A;| = r; per ogni indice
1. Inoltre e facile vedere che c’é una corrispondenza biwavoa stringhe

§22122...2n€{1’1,...,1’k}n

con r; occorrenze della variabile; e k-partizioni di [n] di tipo (ry, 79, ..., 7). In
guesta corrispondenza:

z=2120...2p — (A1, Ao, ... Ag) (2.20)

dove poniamo

Ap={j: j€n], z; = zn}.
lllustriamo questa biiezione con un esempio, dove per Seit@plsi sostituisce
l'alfabeto{1,..., k} allalfabeto{z:,...,z;}. Sian = 10, k = 4,

2241241114.

zZ

Con le notazioni precedenti si h@i,r,r3,74) = (4,3,0,3). La partizione di
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} in quattro sottoinsiemi €4,, Ay, A3, A;) con

A ={4,7,8,9}; Ay = {1,2,5}; Ay = 0; Ay = {3,6,10}.

Si puo pertanto dare una seconda interpretazione comhendt coefficiente multi-
nomiale: (7«1 o Tk) conta il numero di partizioni din| in k£ sottoinsiemi (ordinati) di

cardinalita rispettiva;.
Inoltre, fissata una funziong: [n| — [k], le k controimmagini

FHL), 7)o T (R)
formano una partizione dell'insieme)]. Viceversa, ognk-partizione ordinata di|
(Ay, A, ..o Ag)

induce una funzione : [n] — [k] definita dag(h) = i se e solo sé € A;. Ne segue
che il coefficiente multinomialér1 TQ”MM) e il numero di funzioni da un insieme a
n elementi in un insieme & elementi le cui fibref~!(j) abbiano cardinalita;, per
j=1,...,k.

Osservazione 5.Poiché il ruolo delle variabili nel polinomio (2.18) e simtrieo, si

;17;27"'7]6 ;i]71i27"'7;ik



2.4. COEFFICIENTI MULTINOMIALI 31

doveiy, iy, . .., i € una qualunque permutazione degli indici degli indici. . . , k}.
Vediamo ora che anche i coefficienti multinomiali soddisfama relazione di
ricorrenza.

(T1+ 22+ + )"
= (mi4a+ - +a)" otz + -+ ay)

n—1
= E ( )xilx?xzk (1 + 22+ -+ + 1)
81,52, -+, 5k
(81,59,00-5 sk)
s1tsot...+sp=n—1

n—1 5;+1
= E g ( )x‘fl...xjj ok
- 81,892, ...,S5k

7j=1 (81,825.005 sk)
s1tsgt...+sp=n—1

i n—1
- sj+1
= g ( )x‘fl...xj] o
<\ ST,y Sjy e, Sk

(s1,82,-8k) j=
51+32+...+5k:n71

k N
- Z Z(rl,...,rj—1,_._,rk)xgl"'xj]"-xkka (2.22)

(r1,72,-7)  j=1
7‘1+7‘2+m+7‘k:n

dove per comodita sono stati cambiati gli indici di sommiatonendor; = s; se
i # jedr; = s; + 1. Confrontando nella (2.19) e nella (2.22) il coefficienté de

monomiozy' ...z}’ ... x;* siottiene la ricorrenza:

k
n n—1
= g . 2.23
<r1,r2,...,rk) p <7’1,...,7“j—1,...,7’k) ( )

Con molto meno sudore algebrico, il lettore pud divertirdiraostrare la precedente
ricorrenza utilizzando una delle interpretazioni combonia del multinomiale.

Proposizione 2.10Dato un naturalen e k interi r; > 0 talicher; +... +r, = n si

ha:
!
n " (2.24)
iy, Tk rl ooy
Dimostrazione. Vogliamo contare quante sono le funzioni [di in [k] tali che
\f7'()| = rj, perj = 1,...,k. Possiamo scegliere la controimmagifie' (1) in

(1) modi diversi. Restane — 7, elementi, da cui estrarre arbitrariamente un sottoin-
sieme di cardinalita, per formaref —*(2), cosa cio che possiamo fare (i ") modi
T2



32 CAPITOLO 2. ALBERI, FORESTE E PERMUTAZIONI

diversi etc. In totale il numero di possibilita é:

() =GO ()

n! ‘ (n—ry)! n—(r1 4+ +7rr_1)]!
riln—r)! mln—(r1+m)]!  rln—(14+ro+--+1)]!

e cancellando i fattori ripetuti a numeratore e denomimesoarriva alla (2.24). ¢

2.5 Dimostrazione ricorsiva della formula di Cayley

Ci prefiggiamo di calcolare (ancora una volta...!) il numéi) degli alberi di co-
pertura diK,,. Raffiniamo la nostra ricerca: stén;d,...,d,) il numero di albe-
ri di copertura diK, i cui vertici, enumerati comguvy, vy, ..., v,}, hanno gradi
rispettivamente, , . .. d,,. Dato che un albero &€ connesso, deve essere

d121,Z:1,,n

Si ha percio che(n;d,,...,d,) = 0 se almeno uno dei parametki e nullo. Osser-
viamo anche che, per > 3, tutti i vertici di gradol sono adiacenti a vertici di grado
almeno2, altrimenti il grafo non sarebbe connesso. Inoltre per dréena 1.9 e per la
relazione (1.2) tra gradi e numero di archi in un grafo si ha

dy+do+...+d,=2(n—1)=2n-—2. (2.25)
Vale quindi
T(n)= Y tnid,... dy) (2.26)
(d,-e-dn):d; >1
> di=2n—2

Si deve notare che la successione dei gradi in un alberoettiath (in generale, in
un grafo qualunque), non determina il grafo stesso. Si ootifio ad esempio i
due alberi s vertici nella figura seguente, che hanno la stessa sucoesdigradi

(1,1,1,3,3,3,1,2,1).

SR

Calcoliamo ora i primi valori dei coefficientin; dy,...,d,). Sen = 2, l'unica
possibilita per la successione dei gradilél), et(2;1,1) = 1. Siha
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Pern = 3, una possibile successione di gradél, 1). In questo caso, seé il grado
del verticev; in un alberol’, necessariamente la famiglia

{1, va}, {v1, v3}}

esaurisce gli archi di’, quindi

£(3;2,1,1) =1

Senza perdita di generalita possiamo assumere in quanie sbgd; > d;.;. In
tal modo sard,, = 1, perché un albero ha almeno un vertice di gradia realta, ne ha
almenao2, ma qui non serve saperlo!). In effetti, a meno di fare unavawichettatura
dei vertici, e evidente che:

Proposizione 2.11Per ogni riordinamenta, io, . . ., i,, degli indici si ha:
t(”? di, ..., dn) = t(n; diw SRR din)'
Vogliamo dimostrare una relazione di ricorrenza per i numeguestione.

Proposizione 2.12Sianon, d,, .. ., d, interi taliched; > 1,d; > d;., e

Zdi:2n—2.

i

Allora .
t(n,dl,,dn) = t(n—1;d1,...,di—1,...,dn_1). (227)
=1
Dimostrazione. SiaT(n;dy,...,d,) la famiglia degli alberi etichettati sui vertici
{v1,...,v,} con successione di gradi, ..., d,), quindi

t(n;dy, ... dy) =|T(n;dy,...,dy)l;

siaT un suo elemento. Il vertice, ha gradal,, = 1, come osservato precedentemente.
Consideriamo I'alber@” che si ottiene dd’ cancellando il vertice,, e I'arco (unico!)

ad esso adiacente, sia egsq, v; } (per quanto osservato all'inizio del paragrafo, sara
d; > 2): T" e un albero etichettato sugli— 1 vertici {vy, ..., v,_1} con successione
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di gradi (dy,...,d; — 1,...,d,_1). Viceversa, ogni alber@ € T'(n;dy,...,d,) Si

puo ottenere a partire da un albérosui vertici{vy, ..., v,_1}, aggiungendo il nuo-
vo verticeu,, fissando arbitrariamente un qualunque vertice {v;,...,v,_1} con
dr(v;) = d; — 1 e aggiungendo l'arcv,,, v; }. O
Up V4
T T

OsservazionePer la Proposizione 2.11, la ricorsione (2.27) vale anchg ged; ;.

Mettiamo ora insieme i vari pezzi del puzzle per capire ildjodinale.
Dimostrazione. (Teorema di Cayley) Affermiamo che

n—2
t(n;dl"“’d"):<d1—1... d _1>. (2.28)

Anzitutto, sed; > 1 per ognii = 1,...,n e se vale
> di=2n-2

allorad; — 1 > 0perognii =1,...,nesiha

> (di—1) }:d—§:1:2n—2—n:n—z

7

quindi il multinomiale al membro destro e ben definito. Ordle sequenze di numeri
in (2.28) coincidono nei termini iniziali: infatti abbianga calcolato in (2.5) che per
n = 3valet(3;2,1,1) = 1. Inoltre, usando la formula (2.24) si ha che

3-2 1y U .
2-1,1-1,1—1/) \1,0,0/ 1t-0!-0'

D’altro canto le due sequenze soddisfano la stessa relaricorsiva, come si vede
confrontando la (2.27) e la (2.23). Per induzione quindusdg (2.28).
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Infine, la (2.19) e un’equazione polinomiale, vera per ogoke delle indetermi-
nate e per ogni valore naturalerde k. In particolare, sostituendowi — 2 al posto di
n, n al posto dik e ponenda:; = 1 per ognii Si puo scrivere:

per(2.28) = Y t(mri+1,...,r+1)
(G ™)
Siri=n—2

per (2.26) = T(n).
i

Osservazione.Riprendiamo per un momento il codice di Prifer: se analmpida
carriera di un vertice qualsiasi nella sequenza. ., a,,_» di codifica di un alberd”

di vertici [n]| e gradi(dy, . . ., d,,) ci accorgiamo che, ogni volta che il vertice= V (T)
condr(z) > 2 perde un arco nella potatura, esso appare nella sequerct# fion
diventa di grado 1: in totale quindi esso appdféxr) — 1 volte. Con questo ragio-
namento dovrebbe essere chiaro thed, ...d,) € pari al numero delle stringhe in
[n]"2 in cui la letterai compared; — 1 volte: ora sappiamo che questo numero ¢€ il

coefficiente multinomiale
n—2
di—1,dy—1,....d, — 1)

2.6 Ordinamenti e permutazioni
Chiamiamopermutazione dell'insieme[n] ogni biiezionef : [n| — [n]. Ricor-
diamo che vi sona! biiezioni di [n] in sé. Spesso & comodo indicare la biiezione

tramite una matrice bidimensionale, sulla cui secondagidgggono le immagini dei
corrispondenti elementi della prima riga.

Esempio 1.Sia
o 1 234567
\7536241)
ovverof(l) =7, f(2) = 5 etc. Il corrispondente grafo dirett®, e

e

Esempio 2.Sia

DN =
NN
o w
~
o
w o
— =
~——

~
|
/N



36 CAPITOLO 2. ALBERI, FORESTE E PERMUTAZIONI

Il corrispondente grafo dirett6'; &

Nei grafi diretti unciclo diretto € un sottografo connesso in cui ogni vertice ha
grado uscente e grado entrante pariladSi nota dagli esempi che il grafo diretto
corrispondente alle due permutazioni € unione disgiuntactlidiretti. Questa non e
una coincidenza, come vedremo infatti nella seguente:

Proposizione 2.13ll grafo diretto G, corrispondente a una permutazione ha la
proprieta che ogni vertice del grafo appartiene ad un unimocdi G-

Dimostrazione. Ricordiamo le definizioni (2.3) e (2.4). In questo caso, ddte f &
biiettiva, si deve averd/(z) = dg(z) = 1: se esistesse un vertieeappartenente a
piu cicli, si avrebbel/,(x) > 2 oppured(z) > 2. 0

| punti fissi di una permutazione sono gli element [n] tali che f(a) = a. Nel grafo
della permutazione, I'arc¢u, a) corrispondente ad un punto fiss@ uncappio sul
verticea. La permutazione identica suelementi, denotata qui dd,,, ha solo punti

fissi,
) 1 2 ... ¢« ... n
Zal"_<1 2 i ... n)’

e il suo grafoG,,;, ha solo cappi:

PP @ B

Date due permutazioni su elementi f e g si pud definire il loro prodotto
funzionale, lacomposizione f x g : [n| — [n] delle due permutazioni, come:

(f x9)(@) = g(f(7)).

Si noti I'ordine con cui componiamo le permutazioni: si applprima la funziongf,
poi la funzioney all'immagine secondg. Ad esempio per

f_1234567
“\7536241)
(1234567
9=\ 245 76 3 1)
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si ottiene(f x g)(1) = g(f(1)) = g(7) = 1, (f x9)(2) = g(f(2)) = g(5) = 6 etc.

quindi
f*_1234567
9=\ 16 5347 2)

Attenzione! Il prodotto di composizione di permutazionhrdcommutativo. S¢ e g
sono come sopra, si ha

o f— 1 234567
I*F=\s5621437)
Denotiamo anche, come di consuetb,;= f x f x...x f, k volte.

Uno scambio (o trasposizione) siv & una permutaziong per cui esistono due
elementi distintia, b € [n| con f(a) = b, f(b) = a e f(x) = x sex & {a,b}. |l

grafo corrispondente si compone di un solo ciclo su due el@raali cappi sugli altri
vertici. Ad esempio, per

(1234567
“\1534267)

s 99999 «

SiaC(f) l'insieme dei cicli di lunghezza almen® del grafoG; di una fissata
permutaziong (si escludono quindii cappi). Per ogfiie C(f) denotiamo cory. la
biiezione di[»] indotta dal cicloC, ovvero

si ha

| fla) sea€eC,
fola) = { a altrimenti.

Poiché abbiamo escluso i cappi, & un vertice del cicla” allora f(a) # a. La
permutazionef: € la restrizione dif al sottoinsieme dei vertici del ciclo. Se per una
permutazionef I'insiemeC( f) consiste di un solo cicl@’, allora f coincide confc.

In particolaref puo essere descritta dalla sequenza delle immagini sineessun
fissato verticen del ciclo C: (a, fc(a), f2(a). .., f&(a)), ovet & il minimo intero
positivo tale chef’™! (a) = a. Questo tipo di permutazioni & chiamatermutazione
ciclica. Viceversa, fissata una lista;, as, ..., a;) di interi positivi distinti, si puo
definire per ogniv > max{a; : 1 < ¢ <t} una permutazion¢ : [n| — [n] tramite:

f() = 7 seje[n\{a,... a4}
f(CLZ> = Qj41, 1= 1,...,t— 1
flar) = ay.

Tale permutazione € ciclica. Uno scambio € dunque una pemiue ciclica che
muove due elementi.
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Si noti che il prodotto di permutazioni cicliche,, . ..,a,) e (by,...,b;) € commuta-
tivo se{a,...,as} N {by,...,b} = (. Ad esempio:

(f(1,2,3) * f(l,z))(l) = f(l,z)(f(1,2,3)(1)) = f(1,2)(2) =1

mentre
(f(l,z) * f(1,2,3))(1) = f(1,2,3)(f(1,2)(1)) = f(1,2,3)(2) = 3.
Si ha
(1,2,3) % (1,2) = (2,3) # (1,3) = (1,2) % (1,2, 3).
Ancora: sef € la permutazione ciclicél, 2, 3), allora
(1,2,3)" = (1,3,2),
(1,2,3)% = id,
(1,2,3,4)* = (1,3) % (2,4).

Per comodita indicheremo il prodotto di due (o piu) permigtaizcicliche come
(al, RN as)(bl, ey bt) piUttOStO Che(al, C ,CI,S) * (bl, ey bt)

Proposizione 2.140gni permutazione ¢ il prodotto di scambi.

Dimostrazione. Ogni permutazione € rappresentabile come prodotto di pteimuni
cicliche: basta allora dimostrare che ogni permutazioclkcei € uguale al prodotto di
scambi. Ma questo e subito verificato poiché

(al,a2, Ce ,CLk) = (al,ag)(al,ag) e (al,ak).

Osservazione. La decomposizione di un ciclo in prodotto di scambi non e anic
Ad esempio, si verifichi ch¢l,3,2,4) = (1,3)(1,2)(1,4) = (2,3)(1,4)(4,3) =
(1,3)(2,3)(1,2)(1,4)(4, 3).
Un’inversione per una permutazione : [n] — [n] € una coppia non ordinata
{i,j} C |n] tale che
(i = 5)(7 (@) = 7(5)) <O.
In modo ovviamente equivalente, ogni coppia ordir@ta) coni, j € [n], i < j tale
chen(i) > m(j) da luogo a un’inversione. Chiamianparita di una permutazione
7 : [n] — [n] la parita del numero di inversioni di, e la denotiamo copar(r), cioe
par(m) € {0,1} epar(m) = |{(4,4) :i < j, 7(7) > 7w(j), 1 <i,5 <n}| (mod 2).
Diremo quindi che una permutazionee pari separ(w) = 0 (mod 2), dispari se
par(m) =1 (mod 2). Ad esempio se
6 7
1)

(1
-t
{(1,4), (1,7),(2,4),(2,6),(2,7),(3,4), (3,6), (3,7), (4,7),(5,6), (5, 7), (6, 1)},

(G20 \V]

3 4 5
6 2 7

I'insieme delle sue inversioni &
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quindi poichél2 = 0 (mod 2), si hapar(w) = 0 cioer é pari. Si noti che I'identita

- 1 2 ... n—1n
=l1 2 .. n—1n
ha0 inversioni, quindi & pari. La permutazione col massimo nunai inversioni &
(1 2 ..n-1n)\
P=\n m=1 .. 2 1)

infatti & chiaro che ogni coppié, j) coni < j forma un’inversione: il numero di
inversioni dip & allora(3).

In generale calcolare la parita di una permutazione enurdergutte le inver-
sioni potrebbe essere piuttosto lungo! Vediamo allora cpater calcolare la pa-
rita direttamente dalle lunghezze dei cicli che appaiontarserittura in cicli della
permutazione.

Teorema 2.15 Siaw una permutazione ed+# b: allora la permutazioner x (a, b) ha
parita diversa da quella di.

Dimostrazione. L'enunciato equivale a dimostrare che la differenza trauihero di
inversioni dim e dim x (a,b) & dispari. Poichéa,b) = (b, a), Si pud sempre supporre
cher~(a) < 7#=1(b) e quindi si pud scrivere la permutazion&ome

iy TN )

Se moltiplichiamar per lo scambida, b) si ha evidentemente

ﬁ:zﬂ*(ajb):(w(ll) 7T_lb(a) W_clfb) W?H))'

Puo essere comodo pensare a un’inversioneatime a una coppia di colonne

Ueto) ()
per le quali valga la condizione suddetta
(i = 5)(7 (@) = 7(j5)) <0.

Sia! l'intervallo della matrice x n di w che ha come estremi le colonne

<7T‘;(a)> o (W‘;(b)).
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Se indichiamo conil numero di inversioni dir in cui non figura nessuna delle colonne

-1 -1
al bordo (W (CL)) oppure(7T b<b)), allorat € anche il numero di inversioni dix
a

-1 -1
(a,b) in cui non figura nessuna delle colonne al bo(d% (a)) 0 <7T (b)) Se

b a
7 11)\ . N . . m1(a)
, € una colonna esterna all'intervallp essa e in inversione con
1 a
-1 b ~—1
se e solo se lo & cof” BN _ (7 (@) , poiché(n~1(i) — 771(a)) ha lo stesso
a a

segno diir— (i) — (b)) e quindi(r—' (i) =7 (a))(i—a) e (x~' (i) =71 (b)) (i—a)

. . (T (b
hanno lo stesso segno. Lo stesso vale per le inversion corg :

Sia s il numero delle inversioni dir che coinvolgono una colonna esternalad

-1 -1
e una al bordo di (cioé una delle due{ﬂ (a)) e <7T b(b)>). Per quanto detto,
a

s € anche il numero delle inversioni d@iche coinvolgono una colonna fuori dj e

(ﬂ-_la(a)) oppure <7T_[1)(b)> .

Dimostreremo ora che se consideriamo tutte le coppie dno@anterne all’'inter-
vallo I e una delle quali sia al bordo dj tranne la coppia per

005

ovvero perr  (a, b) la coppia

)

un numero pari di queste cambia situazione nel passaggioadax (a, b). Classifi-
chiamo a tal fine le colonne interne adrelativamente alla permutazione tramite i
seguenti insiemi:

—1 1
e R(a): colonne che sono in inversione c{ﬁr (a)) ma non con(w b( ));
a

e R(b): colonne che sono in inversione c{rq b( )> ma non con(ﬂ (a)>;
a

—1 -1 b
e R(a,b): colonne che sono in inversione sia cég a(a)) che con(ﬁ b( ));

-1
. . . , s a
e N(a,b): colonne che non sono in inversione né c{n (a)
a

()

) né con
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Analogamente per la permutaziofeindichiamo conf%(a) I'insieme delle colonne
A1 A1
. o . T (a (b .
interne ad/ che sono in inversione 006 ( )) ma non con< b( )) etc. Sia
a
inoltre

x(a,b) = { 1 se { (W_ifa))’ (W_;(b))} & un’inversione per

0 altrimenti

<7T‘;(a)> o (W‘;(b))

sono in inversione pet, allora le colonne

<7T‘;(a)> o (W‘;(b))

non lo sono pefr * (a, b) e viceversa. Inoltre

(“_;(“) € Rla) © (Wt(i)

)
(W_l.@) € R(b) & (W_l.@) € R(a), (2.30)
)

Chiaramente se

e R(b), (2.29)

(W;(;)) € Rab) (W‘ll(i)
(W_l.@)eN(a,b) s (“_1@) R(a,b). (2.31)

7 7

Quindi se calcoliamo le inversioni die 7 rispettivamente, si ha:
inv(m) =t + s+ |R(a)| + |R(b)| + 2|R(a,b)| + x(a,b),

inv(#) =t + s + | R(a)| + |R(b)| + 2|R(a, b)| + (1 = x(a,b)),
per cui da (2.29), (2.30) e (2.31) si ottiene:

inv(m) =t+ s+ |R(b)| + |R(a)| + 2|N(a,b)| + (1 — x(a,b))
da cui, per differenza:
inv(m) —inv(m) = 2(|N(a,b)| — |R(a,b)| — x(a,b)) + 1
ovvero, un numero dispari. 0

Corollario 2.16 Se la permutazione é rappresentata dal prodotto discambir =
(a1,b1) ... (ar,b.)allorapar(m) =r (mod 2).
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Dimostrazione. Si applichi I'induzione su, tenuto conto che l'identita & pari e che
m=1id(ay,b) ... (ar,b). 0

Proposizione 2.17Ser = 7 - my allora par(w) = par(m) + par(m) (mod 2).

Dimostrazione. Esprimiamo le due permutaziomnj e 7, come prodotto di scambi: se
m = (c1,d1) ... (¢, dy) €m0 = (€1,91) - - - (e, g5) allora

= (c1,dy) ... (ci,di)(er, g1) - (s, gs)

€ una rappresentazionesdicome prodotto di + s scambi; quindi ricordando che la
classe di congruenza (modulo un intero) della somma di doeene la somma delle
classi di congruenza dei due interi, segue

par(m) =t + s = par(m) + par(me) (mod 2).

O

Consideriamo adesso una permutazione qualungeesiaC = Ule C; la sua
decomposizione ciclica (attenzione! qui si prendono aratieli di lunghezzal):
vogliamo esprimere la sua parita in funzione della decoipo®e. La parita di un
cicloC; € (|C;] — 1) (mod 2). Da questo e dalla Proposizione 2.17 si deduce che la
parita dim &

par(ﬂ)EZ G| —1) = <Z|C|> —t=(n—1t) (mod 2).



Capitolo 3

Colorazione di grafi

3.1 Alcune definizioni

Unacolorazionedi un grafo semplicé& & una funziong : V(G) — C dai vertici del
grafo in un insieme astrattd, tale che due vertici adiacenti non abbiano mai lo stesso
valore: se{a,b} € E(G) alloraf(a) # f(b). Si usa chiamare colori gli elementi di

fFV(G)).
Il numero cromatico di un grafoG, denotato cony(G), € la minima cardinalita
possibile di un insieme di colori utilizzati in una colorage:

X(G) = min{|f(V(G))| : f colorazione di7}.
Proposizione 3.1SeF’ C G e un sottografo diG allora
X(F) < x(@). (3.1)

Dimostrazione. La restrizione ai vertici diF' di ogni colorazione diz induce una
colorazione diF’, cio che vale in particolare per una colorazidneon x(G) colori;
allorax (F) < [h(V(F))| < |M(V(G))| = x(G). 0

Diciamo che unalique in un grafoG e un qualunque sottoinsienté C V(G)
tale che per ogni,y € K, x # y si ha{z,y} € E(G), ovvero il sottografa=[K]
indotto dak in G & completo (cio& (G) 2 (%)). Il numero di clique di un grafoG,
denotato qui con(G), & la massima cardinalita possibile per una cliqué€ di

(@) = max{|K| K CV(G), <[2() c E(G)} |

Osservazionell numero cromatico del grafo completo swertici K, & x(K,,) = n.
Da questo e dalla Proposizione 3.1 segue che

w(G) < x(G).

43
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Il grafo complementaredi un dato grafoGG = (V(G), E(G)) €l grafo G =
(V(G),E(G)) conV(G) =V(G) e

E@) = (ng)) \ E(G).

Si noti che gli archi dG' e G forniscono una bipartizione ¢’ ().

Uno stabile (o coclique) in un graf@> & un sottoinsiem& C V() di vertici tale
che per ogni coppia di suoi elementi~ y sia{x,y} ¢ E(G), cioé tale che il sotto-
grafo indottoGG[S| abbia tutti i suoi vertici isolati. Il concetto di stabile @iqdi duale
a quello di clique: una clique in un grafe & uno stabile nel grafo complementare
e viceversa. Ihumero di stabilita di un grafoGG, denotato com(G) é la massima
cardinalita possibile per uno stabile@i Quindi vale:

o(G) = w(G). (3.2)

Sia f : V(G) — C una colorazione. Allora chiaramente il sottoinsieme
monocromatico di vertici

f o) ={zeV(G): fz)=c}

e uno stabile, per ogni colorec C. Viceversa, s& C V(G) é uno stabile di, S
puo essere colorato con un unico colore.

3.2 Grafi bipartiti

Un grafoG si dicebipartito se esiste una partizione dei suoi verii@iG) = V; U V,
in due sottoinsiemi disgiunti tale che

{z,y} € E(G) =z € Vi,y € V, oppurex € Va,y € V],

ovvero tra due vertici dello stesso sottoinsieimenon vi sono archi, pef = 1,2
(quindi V; e V; sono stabili). Questo concetto si estende in modo naturgiesbo di
grafon-partito. Vediamo ora qualche esempio. Un ci€leu un numero pari di vertici
& bipartito: infatti s&/(C) = {v1, v, ..., v} €

EC)={{vi,via}:i=1,...,2k =1} U {vy, v}

alloraVq, = {v, : hédispar} e Vo, = {v, : h e pari danno una bipartizione dei
vertici con le proprieta richieste. In figura vediamo unaisu8 vertici in cui i vertici
cerchiati sono “bianchi”, gli altri sono “neri”.

Cs
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Un altro esempio € il grafo bipartito completosy m vertici denotato coi,, ,,, dove
n, m SONO interi positivi: sid/; un qualsiasi insieme com elementi,V; un insieme
disgiunto dal; conm elementi, allord/ (K,,,,) = ViUV, e

E(Knm> = {{Ulavz} cvp € Vi,0 € ‘/2}
Ky3

Osservazione Abbiamo visto che s¢ e una colorazione di un grafe allora le con-
troimmagini dei colori definiscono una partizioneldiG) in stabili. Quindi possiamo
dire cheG é bipartito se e solo sg(G) < 2.

Un ultimo esempio. Chiamianipercubo di dimensione: il grafo H,, i cui vertici
sono i sottoinsiemi di un insieme adelementi, i.e.V (H,) = 2"l e due sottoinsiemi
sono adiacenti se differiscono per un elemento:

{A,B} € E(H,) > ACBe|B\Al=1 oppure BC Ae|A\B|=1.

Puo essere comodo identificare, come gia visto, i sottairisie [z] con le stringhe
binarie di lunghezza dei rispettivi vettori caratteristici (€ questione di “gitl§. Cosi

V(Hy) ={0,1}",

E(H,) = {{M} o x,y €{0,1}", Z|x —y| = 1}.

011 111
01 11 001 101
010 110
0 1 00 10 000 100
H1 H2 H3

Proposizione 3.2
X(Hy) = 2. (3.3)
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Dimostrazione. Consideriamo la seguente partizionédiH,,):

P = {ge V(H,) : zn:xl =0 (mod 2)},

D= {geV(Hn): ixizl (mod 2)},

nelle stringhe con un numero pari o con un numero disparitdiduali adl. Per come

e definito I'insieme degli archi, € immediato verificare dh@ D sono due stabili di

H,, perciox(H,) = 2. 0
Vediamo ora la seguente caratterizzazione di un grafo titipar

Proposizione 3.3Per un grafoG = (V(G), E(G)) le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

1. G é bipartito;
2. G non contiene cicli di lunghezza dispari:

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare la proposizione per grafi conngesiché?).

(1 = 2) SiaC = (V(C), E(C)) COﬂV(C) = {Ul, Vo, ... ,U2k+1} e
E(C) = {{Uiavi—i-l} = 1, .. ,2]{7} U {ng+1,’(}1}

un ciclo di lunghezza dispari df. Supponiamo che, € V;: allora necessariamente si
deve avere; € V; sej é dispari mentre; € V;, sej € pari: dunque l'arcuvgy.1, v; }
avrebbe entrambi gli estremi ii, assurdo.

(2. = 1.) SiaT un albero di copertura di e fissiamo un qualunque verticg <
V(G); si definisca

Vi={zx eV dr(z,v9) =1 (mod 2)}
I'insieme dei vertici a distanza dispari (i) dav,
Vo={z eV dp(zx,v9) =0 (mod 2)}

I'insieme dei vertici a distanza pari dg. Siaf : V(G) — {0, 1} tale chef(z) = 1
sex € Vi, f(zr) = 0 sex € V,. Tale f & una colorazione propria di; vediamo
inoltre chef & una colorazione anche rispettérase £(7') = E(G), non c¢’é nulla da
dimostrare, altrimenti sia = {z,y} € E(G) \ E(T). Supponiamo per assurdo che
entrambi i vertici abbiano lo stesso colare- 0: allora il camminoc in T davy ax

e il camminocd in T day a vy sono entrambi entrambi di lunghezza pari, e I'aeco
chiuderebbe un ciclo diF di lunghezza dispari (analogamentejse 1). O
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3.3 Numero cromatico, numero di stabilita, grado

Vediamo che relazione esiste tra numero cromatico e numetalallita.
Proposizione 3.4|V(G)| < x(G) - a(G)

Dimostrazione. Consideriamo una colorazione minimagle V(G) — C, cioé tale
che|C| = x(G). In particolare,f & suriettiva. Per comodita possiamo identificare
con l'insieme{1,2, ..., x(G)}. Raggruppiamo i vertici per colore:

Avendo gia osservato che ogni sottoinsieme monocromaticoldri € uno stabile e
poiché|S| < a(G) per ogni stabiles di G, si ha:

x(G) X(G)

G)| = Z If7 a(G) = x(G) - a(G).g

Proposizione 3.5SianoV;, V; una partizione dei verticV’ (G) di G. Indichiamo con
G, il sottografo indotto inG da 'V, peri = 1, 2. Allora

X(G) < x(Gh) + x(Ga). (3.4)

Dimostrazione. Sianof; : V; — C; e f, : V5, — (5 due colorazioni ottimali, cioé
|Ci| = x(Gy),i = 1,2, e talicheC; N Cy = (). Allora la funzione

fZV(G)—>01UCQ

definita daf (v) = f;(v) sev € V; per: = 1,2 € una colorazione di poiché qualora
{v1,12} € E(G) conv; € V;, abbiamof(vi) = fi(v1), fa(va) = f(ve) € quindi
fu) # flv) dacuizx(G) < |f(V(G))] = |Ch] +[Ca] = X(Gh) + x(Ga). 0

Vediamo ora una prima limitazione per il numero cromaticanigrafo tramite
il suo grado. Dato un qualunque sottoinsiemai vertici di G, con un abuso di
linguaggio, indicheremo di seguito c@n\ S il sottografo indotto dd/(G) \ S'in G,
ovveroG[V(G) \ S]. Vale il seguente:

Lemma 3.6 SeS e uno stabile massimale di allora
d(G\ S) < d(G).

Dimostrazione. Se S € massimale, allora per ogmi ¢ S esistey € S tale che
{z,y} € E(G).
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x
g e
G
G\ S
Ma allorades(x) < de(x) per ognix (vedi figura). O
Proposizione 3.7
X(G) <d(G) + 1. (3.5)

Dimostrazione. L'idea & di costruire una colorazione miope del grafo, caholo pri-
ma uno stabile massimale, e colorando ricorsivamente @dedta. La dimostrazione
procede quindi per induzione sul grado del grafo.

Sed(G) = 0, alloraG e totalmente sconnesso, e un colore e sufficiente per claprar
quindix(G) =1 =4d(G) + 1.

Supponiamo ora ch& ) > 0. Sia.S; uno stabile massimale i@. Allora per il Lem-
ma 3.6 si hal(G \ 51) < d(G), o equivalentement&(G \ S,) + 1 < d(G). Si pud
applicare adesso I'induzione al grafo\ Si, e ricordando la Proposizione 3.5 si ha

X(G) < x(51) +x(G\ 51)
(S; € uno stabile) = 1+ x(G\ 1)
(induzione su= \ S;, digrado piu basso)< 1+d(G\S1)+1<d(G)+1

O
Abbiamo detto che)(G) < x(G), e con la limitazione precedente si puo dire che

w(G) < x(G) <d(G) + 1.
Bruce Reed in [12] congettura che

(G < [w(G) +;l(G) + 1} .

Citiamo infine due esempi in cui vale 'uguaglianza nellazéne (3.5). Il primo e il
grafo completo, per il quale abbiamo gia visto che

X(Kp,)=n=Mn-1)+1=d(K,)+ 1.

Il secondo esempio € il ciclo su un numero dispari di elem@nti Cy;. 1. Inun ciclo
C'tutti i vertici hanno grado due, quind{C'

- O

Pero un ciclo pari ha numero cromatizpmentre in un ciclo dispari si ha bisogno di
almeno3 colori. Quindix(Caoy1) = 3 = d(Cogy1) + 1.
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3.4 |l Teorema di Brooks

Il Teorema che segue é dovuto a R.L.Brooks, che ne scrissm@sttazione quando
era laureando presso la Cambridge University, nel 1941révied che, sotto opportune
ipotesi, la limitazione per il numero cromatico dimostrat@3.5) non e stretta, ovvero
che in generale il numero cromatico raggiunge al massim@dgdel grafo, e che le
sole eccezioni sono i due grafi del’'esempio nella sezioeequtente.

Teorema 3.8 SiaG un grafo tale che
1. Il gradod = d(G) del grafo é strettamente superiore a due;
2. il grafo non contiene un sottografo completods¢t 1 vertici.

Allora
X(G) < d(G).

Dimostrazione.La dimostrazione di questo teorema procede per assurdern@sso
che negare la tesi(G) < d(G) vuol dire affermare che(G) > d(G) ma dato che
vale anche la (3.5), cio equivale a scrivelgr) = d(G) + 1.

Supponiamo allora che esista almeno un g€afthe verifica tutte le seguenti proprieta:

1. d(G) > 2
2. Kyoyr1 € G
3. (G) = d(G) + 1

Se esiste un tale grafo, allora ne esiste uno minimale: giifgia che tale grafo pur
soddisfacendo le condizioni precedenti, non contieneumessttografo propriamente
indotto che soddisfa a sua volta le condizioni 1. 2. e 3.

Andremo ora attraverso una serie di affermazioni, valideogeai grafoG che verifichi

le condizioni 1. 2. e 3. e che sia minimale rispetto a questareta: si arrivera di
volta in volta a delle contraddizioni, o con le affermazidimostrate in precedenza, o
con le ipotesi del teorema.

Affermazione 1. Per ognix € V(G) si ha
X(G\x) < x(G). (3.6)

Verifica. Qui per brevitdG \ = denota il sottografo dG indotto dal sottoinsieme
V(G) \ {x}. Si presentano due casi:

e d(G\ z) < d(G): allora per la (3.5) si ha

X(G\z) <d(G\z)+1<dG)+1=x(G).
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e d(G\ z) = d(G): se per assurdo non fosse vera la (3.6), sarebbe
X(G\z)=x(G)=d(G)+1=d(G\z)+1:

ma questa é precisamente la condizione 3. sul grafa, il quale naturalmente
verifica anche le 1. e 2., e questo contraddice la minimallita d

L)

Fissiamo d’ora in poi un vertice € V(G) di grado massimdg(z) = d(G) = d.
Vogliamo mostrare che I'insieme di+ 1 vertici costituito da tale: e dal suo intorno
induce inG un completoK,, 1, contro l'ipotesi 2. Per farlo, dovremo mostrare che
comunque presi due verticiy € I'¢(x), allora{z,y} € un arco diz (cio che vedremo
nell’Affermazione 6.): ogni affermazione che segue, e usspaulteriore in questa
direzione. Per I'Affermazione 1. sihgG\z) < x(G): se prendiamo una colorazione
f ottimale perG \ z, allora possiamo estenderla a una colorazione ottimaleper
colorando il verticer con un nuovo colore: quindi sara il solo vertice i del suo
colore. Inoltre per la 3x(G \ z) = d. Per semplicita possiamo supporre ¢iiesia
I'insieme dei colori, ciogf : G\ z — [d], e f(z) =d + 1.

D’ora in poi, tutte le eventuali modifiche sulle colorazionanterranno le proprieta
che:

e 1 € |'unico vertice del suo colore;
e |a colorazione é ottimale.

Chiameremo una tale coloraziomeottimale.

Affermazione 2. Nell'intorno di z tutti i d colori della coloraziongf suG \ = sono
presenti.
Verifica. Se cosi non fosse, si avreblfgG \ z)| < d.

Sia allorac € [d] il colore che manca nell'intorno di e si costruiscg’ : V(G) —

[d + 1] tramite
N )¢ sey ==z
10 ={ 5 sopre

Tale f’ € una nuova colorazione, poiché: f(z), mahameno di+1 = x(G) colori,
impossibile. *
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L'Affermazione 2. ci dice che nell'insiemié; (z)U{x} visonod+1 colori. Questa
condizione & necessaria, ma non sufficiente affinché taleniesinduca un completo.
Continuiamo in questa direzione. Mostreremo ora che duerslivertici nell'intorno
di = sono connessi ity \ {z} (in particolare, si puo trovare un cammino bicolorato che
liconnette). Sid'¢(z) = {1, ...,zq4}. Possiamo identificare ogni colore con l'indice
del vertice dil'¢(x) su cui il colore é presente, i.¢(z;) =i perognii =1,...,d.
Affermazione 3. Peri # j siaH,; il grafo indotto inG dai vertici colorati con e j.
Allora z; e z; sono nella stessa componente connessa di
Verifica. Supponiamo per assurdo cliee z; non siano nella stessa componente
connessa di;;, e sial{ la componente connessaudiin H;;.

Si costruisca una nuova coloraziofiesuG tale che

i seyc He f(y) =
fllyy=4 7 seyeHef(y) =i
fly) sey#H
ovvero si scambino i colori e 7 ma solo inH. Questo scambio da luogo a una
colorazioner—ottimale. Rispetto ad’ perd nell’'intorno dixz ora non appaiono tutti i
colori, poiché
f(w) =3 = fx;) = f(=)),

questo contraddice I'Affermazione 2, portando all’assurd *

Affermazione 4. SiaC;; la componente connessaidj; che contiener; e z;. Allora
Cj; € una cammino semplice.

Verifica. Parlando intuitivamente: proveremo che, tentando di tagggrer; dax; in
C;; lungo un cammino semplice, arrivati in un vertice non dowenai fare una scelta
Su come proseguire, e cioé non arriveremo mai a una “bifmnaz il che equivale
all’Affermazione. Per prima cosa, dimostriamo che il vesti; ha gradal in C;;.
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Osserviamo chég(x;) < d e da questo segue cHe;(x;) U {z;}| < d+ 1 = x(G).
Affinché il numero di colori presenti i (x;) U {x;} sia proprio il numero massimo
d + 1, i suoi vertici dovrebbero avere ognuno un colore divergciSosse una bifor-
cazione nel punta; in C;;, ci sarebbero almeno due vertigiz € I'¢(z;) di colore
j: sia allorac il colore mancante. Potremmo cosi definire una nuova cdtmmaz”,
che coincide corf salvo sur;, ponendof’(z;) = c (si verifichi che in effetti talef’ e
una colorazione). La colorazion@ cosi ottenuta &—ottimale. In questo modo pero
in () il colore i non appare piu, e questo contraddice I'’Affermazione 2.
Dimostriamo ora che ogni altro vertice WnC;;) \ {z;, z;} ha grad@ in C;;. Poniamo
2 1= x; € Siaz, l'unico vertice diC;; adiacente a&;. Sez, = z;, non c'é piu nulla da
dimostrare. Séc;,(22) = 2, siazs := I'¢;;(22) \ {22}. Costruiamo induttivamente una
successioney, z, . . ., z di vertici di Cy; conl'c,; (z;) = {zi-1} peri =2,...,t -1,

e siat il minimo intero tale chelc, (2;) > 2. Poniamoy := z e siak il suo colore,
ovek € {i,j}.

~ -

P —_—
——— —

Allora ci sono almeno tre vertici distinti colorati col cobocomplementaré (dove
{k,k} = {i, j}); siaS l'insieme formato da questi tre vertici e ggquindi |S| = 4).
Come prima|I'c(y) U {y}| < d+ 1; i colori a disposizione per colorai@'s(y) U
{y})\ S sono(d+ 1) —3 = d — 2 (sono tutti i colori meno i tre colork, % e il
colore diz), mentre|(I'g(y) U {y}) \ S| < d — 3: manca dunque almeno un colore in
(Fa(y) U{y}) \ S, sia essa@. A questo punto potremmo ricolorare il grafo, ponendo

N ) oc sez =y
f<z>—{ f(z) sex#y

Tale f’ € ancora una colorazione-ottimale ma, dato che ¢ {i,;j}, avremmo
sconnessa; e z; nel sottografo indotto dai vertici colorati dé con: e j: questo
contraddice I'Affermazione 3. *

Affermazione 5. Dati 7, j, k distinti si ha
V(Ci) NV (Cji) = {z;},

ovvero i cammini semplicC;; e C;; non possono avere vertici in comune “interni”
(non estremi).
Verifica. Se non fosse cosi, allora esisterebbe un altro veytiéer; con

Yy e V(CU) N V(Cjk)
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Necessariamente il colore di tale verticg.&sso ha due adiacenti sul cammifig e
due adiacenti sul cammin@;,. Denotiamo cord l'insieme formato da questi quattro
vertici e day, dunqueS| = 5 da cui

(Te(y) U{yH)\ S| < (d+1) =b=d—4

| colori presenti s6 sono3, precisamentéi, j, k}: il numero di colori a disposizione

e pertantal — 3, ovverod + 1 cui si deve sottrarre il numero di colori dipiu 1 per

il colore attribuito adr. Ragionando esattamente come prima, c’e un colore che non &
stato utilizzato inI'¢(y) U{y}) \ S col quale si puo ricolorare il verticg per tale co-
lorazione valgono tutte le proprieta precedenti, essesdare-ottimale, ma in questa
nuova colorazione; e z; sono sconnessi ifY;; arrivando ad una contraddizione con
I'Affermazione 3. *

Affermazione 6. Il cammino semplic&’;; ha lunghezza, ovveroC;; ha come unico
arco{z;, z;}.

Verifica. Sia per assurdg # z; il vertice adiacente a; in C;;. Utilizziamo a questo
punto l'ipotesi 1. del Teorema, ovverl;(x) = d(G) > 3: esiste un vertice;, €
I'¢(z) diverso daz; e x;.

Definiamo una nuova colorazione del grafo scambiando i co®k solo inCj:
k sezeCyef(z)=1i
f(z)=14 i sezeCyef(z)=k
f(z) sez ¢ Ciy

La colorazionef & ancorar—ottimale, quindi per essa valgono tutte le Affermazio-
ni precedenti. Sia’;; (risp. C}x) la nuova componente connessa contenente;
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(rispettivamente;, 2;) nel sottografo diZ indotto dai vertici colorati con, j (rispet-
tivamentej, k) nella colorazionef. Il vertice y appartiene fjk perché ha colorg
ed & connesso al verticg, che & colorato d& conk. Inoltrey € C‘Z-j perché sul
cammino(:*ij i colori non sono stati toccati: cio dipende dal fatto, matirsopra, che
Ci; N Cy = {x;}. Dunquey € C;; N Cjy, dove si & assuntp # z;: poichér; = i,
guesto contraddice la precedente Affermazione 5. *

Ricapitolando: nell’'ipotesi per assurdo ch&~) > d(G) abbiamo (faticosamen-
te!) mostrato che, comunque presi due vertici dell’intodian verticex di grado
massimo, questi sono connessi da un araG,djuindi il sottoinsieme dil + 1 vertici
I'¢(z) U {z} induce un completo i, e questo contraddice l'ipotesi 2. O

3.5 |l Teoremadi ErdGs

Il teorema di Erds é giustamente famoso per il metodo usato dall’autore sak di-
mostrazione. Er@k ci fa vedere 'esistenza di grafi con numero di clique e rmorde
stabilita esponenzialmente piu piccoli del numero deiigiedenza per questo esibirne
alcuno. Il suo metodo, originariamente descritto in teirdirprobabilita, si chiama
metodo probabilistico In realta, nella sua versione di base, utilizzata nellsgmee
dimostrazione, il metodo si accontenta del conteggio diitgtafi con un determinato
numero di vertici (qui si sceglie/?), per poter concludere che il numero di quei grafi
con la fissata cardinalita di vertici che non hanno la pragniehiesta forma una mi-
noranza rispetto al numero complessivo di grafi in questiQheesto banale principio
si applica in questa dimostrazione in un modo leggermenteginplicato, in quanto
si calcola il numero di grafetichettatidagli elementi di un dato insieme, e si mostra
tramite un conteggio elementare che i grafi etichettati remid&rati rappresentano una
minoranza rispetto al numero totale di grafi etichettatiuestione.

Vedremo poi di provare, in modo implicito e non costruttiVegsistenza di grafi
con numero cromatic®(G) e numero di cliguey(G) arbitrariamente distanti. (Finora
abbiamo visto solo che la disuguaglianza

X(G) > w(G)
e possibile, ma nient’altro.)

Teorema 3.9 Sek > 4 allora esiste un graf@- con

[N

V(G)] =2
e tale che valgano entrambe le condizioni seguenti:

a(G)<k e w(G)<Ek.
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Dimostrazione. Sian, per il momento, un naturale arbitrario che metteremo piti ta
in relazione con il parametr. Denotiamo con

Gn :={G: V(G) = [n]}
la famiglia di tutti i grafi etichettati su vertici. Osserviamo che
1G,| = 2(5).

Infatti due grafi etichettatz e G’ sullo stesso insieme di verti¢i] sono distinti
se B(G) # E(G"); essendd(G) < (7)), allora il numero di grafi distinti & pa-

ri alla cardinalita dell'insieme delle parti di un insiemem(g) elementi, cio& ().
Consideriamo anche i seguenti sottoinsienfy i

A, ={G:G € G,,a(G) >k} (3.7)
Q,:={G:G € G,,wG) >k} (3.8)

Affermiamo cheA,, e 2, non esauriscono tutti i grafi etichettati s, i.e.
Gn \ (An U) # 0.
Lo dimostreremo provando chd,, U €2,,| < 2(3). Notiamo che
[An| = [€2] :

I'applicazioneG — G che associa ad un grafo etichettato il grafo ad esso compleme
tare, & una biiezione dii,, in ,, (poichéG = G). Quindi, ricordando che per ogni
insiemeA e Bvale|AU B| < |A| + |B| si ha:

[An U Q| < | An| + (2] = 2[€2n]. (3.9)

Calcoliamo org(,|. Per ogni fissatdy € (1) raggruppiamo tutti i grafi etichettati
su|n| in cui il sottografo indotto dal sottoinsieme di verti&i € completo:

0, (K) = {G .G € Gy, |E(GIK))| = (];) } |
Oravale
10, ()| = 2(6)-(),

dato che gli archi sul sottoinsienté sono tutti i possibili() sottoinsiemi{, j} €
(";) e percio la scelta degli archi per un grafdip( K') si deve fare solo tra i rimanenti
(2) — (§) archi possibili. Dato che s& € Q,, alloraw(G) > k possiamo scrivere:

Q.= |J Qu(K).

Ke(R)



56 CAPITOLO 3. COLORAZIONE DI GRAFI

Quindi (si noti che I'unione non e necessariamente disgijunt

Q< > |Qn<K>|:(Z)2<’5>—<’5>. (3.10)

Ke(®)

Ora osserviamo chie > 2* (ma solo seé > 4...) e quindi

1 1

B o
da cui: ( ' ; ) i i
n nn—1)...(n— —1 n n

Scegliendo ora = L2§J, si han < 25 e si conclude dalla precedente disuguaglianza
che(?) < 2(z=Dk, Infine, poichg® — 1)k < (¥) — 1 sek > 2, possiamo dedurre

(Z) <2031 (3.12)

Mettendo insieme (3.9), (3.10) e (3.12):
A UQ, <2 (Z)Q(g)_@ 2290 190)-() o). (3.13)
implicando che.A, U Q.| < 2(), .

Applicando al grafo del Teorema di Eydl la disuguaglianza

V(G|

X(G) > e

della Proposizione 3.4 e ricordando che il numero di vedidale G e almeno2?
mentrea(G) < k, vediamo che il numero cromatico @isoddisfa la disuguaglianza

2k/2
G) > —
X(G) > —
mentre secondo il teoremaG) < k. Queste disuguaglianze ci mostrano non solo
che x(G) — w(G) puod essere arbitrariamente grande, ma addirittura chenilenoi
cromatico puo essere esponenzialmente piu grande del awingique.



Capitolo 4

Combinatoria estremale

4.1 Grafi

La combinatoria estremale si occupa delle strutture coatbire (grafi, famiglie di
sottoinsiemi di un insieme) dal punto di vista dei rappoliteatremo tra alcuni dei
loro parametri caratteristici. Come sempre, anche in guesto, si puo capire meglio
di che cosa si tratta facendo un esempio.

Si intuisce subito che dev’esserci una relazione tra il mona archi e il numero
cromatico di un grafo. Se un grafo non ha nessun arco, il smeenu cromatico é
pari a 1. D’altra parte, se un grafo ha un arco tra ogni copgpiadoi vertici (grafo
completo), allora il suo numero cromatico e pari al suo nunuvertici. Anche se
non € vero che piu un grafo ha archi, piu il suo numero crormaigrande, con un
po’ piu di attenzione si puo formulare una affermazione etbardi questo genere. Per
guesto motivo noi mettiamo a confronto solo grafi con lo steesmero di vertici. Ci
chiediamo qual e il massimo numero di archi che un grafa sertici puo avere se
il suo numero cromatico e strettamente inferiore &ek = 2, la risposta e banale e
'abbiamo gia data. Per = 3 e oltre si deve lavorare un po’ per dare la risposta. Se
denotiamo questo massimo numero di archi &g ), allora si pud mostrare che

Uk(n) > Uy—1(n)

ed é in questo senso che piu un grafo ha archi, piu il suo nuaneroatico € grande.
La combinatoria estremale, nella sua forma autentica, hbmita pero a deter-
minare tutti i possibili rapporti tra diversi parametri atieristici di una struttura com-
binatoria (in questo caso numero di archi e numero cromdiigoafi con un numero
fissato di vertici), ma cerca anche di costruire tutte le gamézioni in cui si realizzano
i rapporti all’estremo tra i parametri in questione. Spessa tale struttura € unica e
rappresenta una gestione economica di una risorsa. (Cossepw collegare, con il
massimo numero di archi possibile, le coppie di vertici iguafo se non lo possiamo
colorare con piu di due colori? Anche in questo caso si puiicare, pure se noi non
lo faremo, che i grafi che hanno il massimo numero possibikrchi pern vertici e
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numero cromatico due, sono tutti isomorfi.) Molte struttesestenti nella natura sono
realizzazioni di una tale gestione economica di qualcloese L'esempio piu in vista
di questo fenomeno € la sfera. Si puo dimostrare (ma questogegmetria, e non fa
parte di questo corso), che tra tutti i solidi tridimensibohe hanno lo stesso volume,
la sfera ha la superficie piu piccola. Ecco perché i cactudemgrto hanno spesso una
forma sferica: in questo modo si minimizza I'evaporazioel¥acqua, risorsa preziosa
per una pianta nel deserto.

Osservazione Non difficile mostrare ché/;(n) < "72 Infatti un grafoG' sun vertici

bicolorabile e un sottografo del bipartito completg ,,_, conl < = < n, dunque

|E(G)| < z(n — x): al variare diz € [1,n — 1] N N, il polinomio z(n — z) ha

valore massimo ir = 7 sen € pari, inx = ng sen e dispari: in entrambi i casi
TL2

[E(G)] < 7.

Ricordando la caratterizzazione dei grafi bipartiti delteg®sizione 3.30;(n) é
il massimo numero di archi in un grafo canvertici e senza cicli dispari. Denotiamo
ora conTs(n) il massimo numero di archi in un grafo canvertici che non contiene
triangoli (ma che pud contenere cicli dispari piu lunghigdvemo ora che il nuovo
vincolo, piu debole, non permette un maggior numero di archi

Teorema 4.1 (Mantel-Turan) Sia
Gn ={G:|V(G)| =n, K3 £ G}
la famiglia dei grafi sun vertici che non contengono triangoli: allora

7’L2

T3(n) =max{|E(G)|: Geg,} < T

Dimostrazione. Se{a,b} € E(G) allora nessun altro vertice puo essere adiacente
contemporaneamente a@ ab, i.e.I'(a)NI'(b) = 0, in quanto se fossee I'(a)NI'(b)
I'insieme{a, b, c} indurrebbe un complet&; in G.

Cc

Questo implica che per ogki, b} € E(G) si ha:
D(a)| + [T(®)] = |T(a) UT(B)] < [V(G)| = n

ovvero
dg(a) + dg(b) < n perogni{a,b} € E(G).
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Sommando la precedente disequazione su tutti gli archirdé gi ottiene
> [dela) + da(b)] < n|E(G)] (4.1)
{a,b}eE(G)

Si noti che nella sommatoria precedente il termipéz) compare in abbinamento con
tutti i vertici b adiacenti adi, per un totale dil;(a) volte e quindi

> (dela) +de(b) = > da(z)? (4.2)
{a,b}eE(G) zeV(G)

Facciamo una breve digressione. Ricordiamo che una fuaezionR — R si dice
convessa se per oghi < ¢ < 1 e per ognizy, x> nel dominio di definizione della
funzionef si ha:

tf(z1) + (1 =t)f(22) > f(tor + (1 —t)x2) (4.3)

ovvero il segmento di estren(i;, f(z1)) e (z2, f(z2)) Si trova al di sopra dell’arco
della curvay = f(x) avente gli stessi estremi.

T T2

Per una funzione convessa vale la disuguaglianza di Jedsemgeneralizza la (4.3):

comunque presk valori x4, . . ., z; nel dominio di definizione delld e £ scalari non
negativia, . . ., oy tali che>F_ o, = 1 siha
k k
> aif (@) > FO ). (4.4)
=1 i=1

Il valore Ele a;x; Si chiama combinazione convessa degli Nel nostro caso la
funzione convessa in questione é I'elevamento a quadraparticolare se prendiamo
k=|V(G)=new; = % per: =1,...,n,usando la (4.4) in (4.2) possiamo scrivere

Z (dg(l'))z _ % Z (d(;(l'))z >n (ZxEV(G) dG(fL’)> :

n
zeV(G) zeV(G)
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a questo punto sostituendo qui sopra.. ¢, dc(z) = 2[E(G)] e ricordando la (4.1)
e la (4.2) si ottiene che

WE@ 2 Y (da(@)? = n (2‘E<G>')

n
zeV(GQ)
da cui
_E@Q)
- n
ed infine
<™
E —.
B@) <=

|

Il Teorema di Mantel-Turan nella forma qui presentata cedice73(n) < ”72 Osser-

viamo che se € pari alloral;(n) = ”; poiché un grafo su un numero pari di vertici,
con una bipartizione dei vertici in due insiemi stabili cwertici in ciascuno di essi
e che abbia tutti gli archi tra vertici di classi diverse, Isattamente questo numero
di archi. Sen e dispari, questa costruzione non esiste. Anche in questoIiguo
determinard’;(n). Il “vero” Teorema di Mantel-Turan dice che

o= (3] 2]

4.2 Famiglie di insiemi ovvero ipergrafi

SiaF una famiglia di sottoinsiemi di.|. Diremo cheF e unafamiglia di Sperner se
comunque presi due sottoinsiemi distinti della famigl&si@on si contengono, ovvero

{E,E'} € (72:) S E¢E.

La struttura combinatoria definita, in analogia con i gradigttite un insieme di badé
e una famigliaF dei suoi sottoinsiemi, spesso si chiama ipergrafo. Djfaténtre un
ipergrafo si definisce come una copyla F) conF C 2V, un grafo semplice & defi-
nito come una coppié/, ) conF C (4). Notando chg’}) C 2", ci si rende conto
che gli ipergrafi costituiscono una generalizzazione detetio di grafo. Ad esempio,
la famiglia di tutti i sottoinsiemi di vertici che induconma clique in un fissato grafo,
definisce un ipergrafo sullo stesso insieme di vertici. thedla famiglia, piu ristretta,
di quegli insiemi che inducono una clique massimale, formafamiglia di Sperner. E
interessante chiedersi quanti membri puo avere una taligliamPer risolvere questo
guesito, ci serviamo di una disuguaglianza, che a questto@@embrerebbe priva di
significato proprio.

Per una famiglia di Sperner vale la seguente disuguagliarata con il nome di
disuguaglianza LYM (dai nomi di Lubell, Yamamoto, Meshalkefr. [7]).
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Proposizione 4.2SeF e una famiglia di Sperner di:| allora

> () < @9

EeF

Dimostrazione. Definiamocatenain [n| una successione di sottoinsiemi[dj tali
che
)=DyC D, CDyC...CD,=]n]

ove |D;| = i. Postoxr; = D; \ D;_; peri = 1,...,n, e chiaro che ogni catena
determina una permutaziongz, . ..z, degli elementi di[n] e viceversa: ne segue
che il numero di catene®!. Diremo che una caten@, C ... C D, di [n] passa per
il sottoinsiemels C [n] se D|y = E£. Associamo ora ad ogni elementbe F della
famiglia di Sperner l'insieme delle catene[d] che passano per esso:

DE:{D()C...CDnZ D‘E‘:E}

Si osservi che se una catena passaipaliora essa non passa per nessun altro sottoin-
siemeL’ in F: infatti se una catena passasse sialpehe perE’ allora si avrebbe ad
esempio ché C E’ (oppureE’ C FE). Da questo deriva

> " |Dg| < nl (4.6)

EeF

perché, essend®r N D = () se E # FE’, ogni catena nella sommatoria viene
considerata al piu una volta. Ora affermiamo che il numematéne che passano per
un fissato insiemé’ e

|Dp| = [El(n — |E])! (4.7)

Infatti affinché una catena passi per l'insieffiesi deve poter arrivare ad esso, ed il
numero di modi in cui cido puo avvenire € pari al numero di tlgtpermutazioni degli
elementi diE, cioé |E|!. Giunti ad E' si completa la catena allargandg ovvero
aggiungendo in ordine arbitrario i restanti elementi:di\ E: cid pud avvenire in
(n — | E])! modi. Mettendo insieme (4.6) e (4.7) si ottiene:

> IE|{(n— |E|)! < n!
EeF
e dividendo ambo i membri per

|El\(n —|E|)! n\
1 (1) I

EeF EeF
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Teorema 4.3 La massima cardinalitd/ (n) di una famiglia di sottoinsiemi din] che
gode della proprieta di Sperner e

e = (1) = (1) (4)

Dimostrazione. SiaF = ([Z]) la famiglia di tutti i sottoinsiemi djn| conk elementi.
Tale famiglia e di Sperner, in quanto insiemi distinti ma ¢@istessa cardinalita non
si possono contenere. Abbiamo allora costruito per égma famiglia di Sperner di
cardinalita(}). Da questo segue che

wor= )

perk =1,...,n. In particolare pet = | 2] si ha

2

M(n) > <LZ J)' (4.9)

Sia oraF una famiglia di Sperner qualunque. Per ottenere un limipesare per
M (n) usiamo la disuguaglianza LYM. Abbiamo visto in (2.17) cheséiton, il
coefficiente binomialg}) raggiunge il massimo pér= | 2|:

e passando ai reciproci

(Z)_l > (L;)_l per ognik.

Utilizzando la precedente disuguaglianza nella (4.5)csiva

12;(\2\)_1%(@)_1:(LZJ)A;:‘?‘(@)A’ (410

e moltiplicando pel(LZJ) si deduce

|F| < <LZJ) per ognir; (4.11)

passando al massimo su tutte le famiglie di Sperner, snettidlora

2

M(n) < <{ZJ>' (4.12)
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Confrontando (4.9) con (4.12) si ottiene (4.8) O

Osservazione. Si noti che quando € pari vi € un’unica famiglia di Sperner di
massima cardinalita. Infatti 'unico modo di avere l'ugliagza in (4.10) é di avere

n

|E| = 3 per ognik € F

quindi 7 C (') e dato chdF| = (%), si deve averer = (I7]). Nel caso din
dispari, ci sono due famiglie comple?nentari che, ambedamgiangono la massima
cardinalita, ma la dimostrazione che non ve ne siano altreléorpiu complicata. Si
noti pero che lo stesso Sperner in [13] ha mostrato proprsigu

Diciamo che una famigligg C 2[" di sottoinsiemi dijn] & unafamiglia intersecante
se

{E,E'} € (i) = ENE +J0. (4.13)

Proposizione 4.4
max{|F|: F C 2" F intersecantg = 2"
Dimostrazione. Anzitutto, consideriamo la seguente famiglia di sottansidi[n]
{Au{n}: AC[n—-1]}:

guesta e una famiglia intersecante poiché comunque pressuti elementi distinti,
essi si intersecano almeno nell’element@ contiene” ! sottoinsiemi, pertanto

max{|F|: F C 2" intersecantg > 2"

Per avere I'altro verso della disuguaglianza, partizior@dutti i sottoinsiemi din] in
coppie associando all'insieméil suo complementard: ne risulta una partizione di
2" in % = 27~! classi. Osserviamo ora che una famiglia intersecante poiicere
al pitt un membro di ogni classe, essentlol A = (). Si ottiene allora.F| < 2"~! per
ogni famiglia intersecanté& e passando al massimo si deduce che

max{|F|: F C 2" intersecantg¢ < 2!
0

Supponiamo ora di avere a disposizione un insieme univérderendiamo iri/ una
famigliaX di sottoinsiemi di/, che possiamo pensare come i gruppi di campionamen-
to per un determinato sondaggio da eseguir®.irbenotiamo corC C U un fissato
sottoinsieme di elementi dfé. Sempre in questa metafora del sondaggio, vediamo
C come una particolare categoria di persone, che rispondatedeaminati requisiti
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all'interno dell’'universd/. Vorremmo capire quali proprieta devono soddisfare le fa-
miglie di sondaggio per essere “buone” nel senso che seguqudmtita% misura
la “densita” diC relativamente al sottoinsientec .. Nell'ipotesiin cui per un valore
A e per ogniS € 3 si abbia
ICN S|
<
I
si vorrebbe concludere che anche la densita globalé dspetto all’'universol/
soddisfa la stessa limitazione

A (4.14)

C|
LiPP! (4.15)
U

Diciamo cheX C 2“ & unafamiglia di sondaggioperl{ se ogniz € U/ & ricoperto
dallo stesso numero di elementiXj ovvero se la cardinalita dell'insiemgs € ¥ :
x € S} non dipende dalla particolare sceltaxdina esiste una costantec N tale che
per ogniz si ha

{SeX:ze S} =c (4.16)

Queste sono le famiglie “buone” come vediamo nella seguente
Proposizione 4.5SiaX. una famiglia di sondaggio per e sia\ € R. Allora

cns|
5|

<A perognisey = — <A\ (4.17)

Dimostrazione.Per la (4.16) si ha che
> IS = el
Sex

e anche

D olens|=dc|

Sex
D’altra parte per l'ipotesi (4.14) vale

dolens|<ayls|

Sex Sex
ovvero
clC| < Aci|
che equivale a
C
— <\
U]

d

Abbiamo visto nella Proposizione 4.4 qual € il massimo raggi dalla cardinalita di
una qualunque famiglia intersecanteqi. Vediamo ora cosa succede nel caso in cui
la famiglia sia uniforme, ovvero i suoi insiemi abbianoitldtstessa cardinalita.
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Teorema 4.6 (Erdds-Ko-Rado) Sia

I(n, k) = max {|]-“| : F C ([Z]),inntersecant%

allora
(o) k<3
I(n, k) =
k) k>3

Dimostrazione.Sek > %, allora in[n] non c'é spazio sufficiente per due sottoinsiemi

di cardinalitak a intersezione vuota, quindi senz’alt(ﬂ@) e una famiglia intersecante
ed ha la massima cardinalita possibile, quindi

I(n,k) = (Z) perk > g

Dimostriamo ora ché& < % implical(n, k) = (Zj) Analogamente a quanto visto
nella dimostrazione della Proposizione 4.4, se poniamo

€:{Au{n}: Ae ([Z:?)},

la famiglia& C ([Z]) & intersecante, uniforme, e contiefje ) elementi: pertanto

I(n,k) > <Z - 1) (4.18)

Per l'altro verso della disequazione usiamo il principiosdndaggio. Nel ruolo di
insieme universo considerianb = ([Z]), il ruolo di C sara svolto da una qualunque
famiglia intersecanté con insiemi di cardinalit&. Chi sara il gruppo dei campioni

Y. per il sondaggio? SiH l'insieme delle configurazioni cicliche @], che possiamo
pensare come le permutazioni[dj che si decompongono in un unico ciclo lungo

Per ogni fissata € 11, diremo ched € (I71) & un intervallo ciclico della configurazio-
ne ciclicar se gli elementi d si trovano consecutivamente sul ciclo, ovvero se esiste
un indicel € [n] tale cheA = {l, 7(l), 7*(l), ..., 7" *(1)}. Sia oraS(r) I'insieme di

tali intervalli ciclici di 7. Ad esempio, pen =8,k =3enr = (1,3,6,7,5,2,4,8) si

ha

S(m) ={[1,3,6];[3,6,7];[6,7,5];[7,5,2]; [5, 2,4]; [2,4, 8]; [4,8,1]; [8, 1, 3] }.
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Poniamo infine 7
Y:={S(n): well}. (4.19)

Affermiamo cheX e una famiglia di sondaggio pét: infatti la condizione (4.16) € ve-
rificata in quanto, fissati comunque due elementi distintd’ di ¢/, si ha per simmetria
che

|{m € II: Aintervallo ciclico diS(m)}| = |[{m € I : A’intervallo ciclico diS(m)}|.

Ci resta da dimostrare che per una famiglia intersecﬁml'e([z]) vale

n—1
< : :
7| < (k_l) (4.20)
da questa disuguaglianza, passando al massimo, dato @mitdi& 7 e arbitraria, si
otterra )
n J—
< . .
I(n.k) < (k ) 1) (4.21)

Osserviamo che, essenfdg| = (7) e

la disuguaglianza (4.20) e equivalente alla disuguaghianz
Fl &
Ul ~ n
Fissator € II vogliamo valutare la densita degli elementi della famigtian ogni
gruppo di sondaggi§ (7). NaturalmenteS(x)| = n mentre, come vedremo,

|F N S(m)| < k. (4.23)

(4.22)

Dimostriamo quest’ultima affermazione, che é senz’alecavse” N S(7) = (. Se
F N S(w) # 0, possiamo identificare ogni suo elemento con &rapla ordinata
secondo il verso della permutazione ciclicaSia allora

A=lay,ag,...,ar] € FNS(m).
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Denotiamo inoltre con- , ;] I'intervallo ciclico di S(7) che finisce inu; e con[a;, - |
I'intervallo ciclico di S(r) che inizia ina;. PoichéF & intersecante, ogni altro insieme
B € F deve intersecarél in uno dei suoi elementi;. Inoltre seB € F N S(m),
allora B € anche uno degli intervalli ciclici di che iniziano o finiscono in uno degli
elementia; € A. Elenchiamo qui tutti questi intervalli ciclici, accopp@oli a due a
due come segue:

[ ’ 7a1] [a27 ’ ]
[ 7a2] [a?w ]
[ ’ vak’—l] [ak’v ]

[ 7ak]

Si noti che 'ultimo intervallo della lista non € stato acpato poiché, essendo< %,
I'intervallo ciclico che comincia nell’elemento succassada; in = non intersecal.
Inoltre nella lista ci sono esattamerite — 1 intervalli ciclici di S(r). Infine i due
intervalli su ogni riga della lista sono disgiunti tra loiio, quantok < Z: pertanto
[-,ar] = A eognieventuale altro insienie € N .S(w) diverso daA pud essere solo
uno dei due intervalli su ciascuna delle prifne- 1 righe.
Concludendo, da (4.23) segue che per ogsi 11, la densita diF in S(7) e limitata
da Fsm|_k

[S(m)]  ~n
e poichéX é una famiglia di sondaggio, possiamo applicare la (4.1Apatro caso,
deducendo allora la (4.22). O
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Capitolo 5

Tecniche di conteggio

5.1 Il principio di inclusione—esclusione

Il teorema che segue € una generalizzazione della famitiargita
|AU B| = |A| +|B| —|AN B|.

In quanto segue, si adotta I'usuale convenzione che I$et@one dei membri (ine-
sistenti!) di una famiglia vuota di sottoinsiemi di un figsaisiemeX é I'insiemeX
stesso.

Teorema 5.1 Sia X un insieme finito e siand’, F5, ..., F, sottoinsiemi diX non
necessariamente distinti. Il numerd degli elementi diX che non appartengono a
nessuno dei sottoinsierhj, i € [r|, soddisfa la formula

N =X \UgFl =X+ > (=D Bl = D (=D Nn,ep Fil (5.1)
0£EC]r] EC]r]

Dimostrazione. Per un fissato sottoinsienfé € 2%, si chiama funzione caratteri-
sticadellinsiemeF’ la funzionex (-, F) : X — {0, 1} definita da:

wn={} 15t

Con questa notazione, la cardinalita di un insigiinesulta essere

Fl =3 x(x. F).

zeX

Interpreteremo(z, F') come il “contributo” diz alla cardinalita dif”: tale contributo
e 0 o 1 a seconda che appartenga o0 meno &. Con questa notazione, possiamo
esprimereV come

N =" x(&, X\ Uy F) (5.2)

zeX

69
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Per verificare I'enunciato, fissiamo per il momento un asloitr elementor € X e
analizziamo nei dettagli il contribut(z, X \ U,.,,F7) di z al membro destro della
(5.1). Poiché si ha

Z(_l)‘E” Niep Fi| = Z - ‘E‘ ZX T, NiepFi)

EC]r] Clr] zeX

= ZZ Dx(z, NepF), (5.3)

zeX EC|[r

alla luce di (5.2) é sufficiente dimostrare per ogré X che

X(@, X \UigyFi) = Y (=1)"Fx(x, Nip F).- (5.4)
EC[r]
A tal fine, denotiamo co(z) C [r] 'insieme degli indicii per cuiz € F;. In altre

parole, noi abbiama(z, N, F;) = 1 se e solo s&& C D(x). Cio significa che il
contributo cumulativo eﬁettiv@Egr}(—l)W'x(x, N;epki) di z al membro destro di
(5.4) e uguale a

Z (—1)|E|X(xa Niet?).

ECD(x)
A questo punto osserviamo che vale, in generale, la relazion
X(z,Nep ) HX x, F}).
i€ER

Utilizzando questa formula, il contributo alla nostra soatamia di un elementeo ap-
partenente esattamente a quegli insiéixil cui indice: € in D(x) puo essere riscritto
come

S (=)E @ nepF) = Y EDP xRy = Y ()P (5.5)
ECD(x) ECD(x) (1)) ECD(x)
D’altra parte, notiamo che per un qualunque sottoinsiénse ha

1D

EEQD<_1)|E| = Z Z (—

=0 pe(?)




5.2. APPLICAZIONI 71

dove l'ultima relazione € lo sviluppo della potenza del lnmo. Quest’ultima espres-
sione e quindi uguale Bse e solo sé& e l'insieme vuoto, mentre € ugualé® & ogni
altro caso. Pertanto pd? = D(x) la (5.5) & pari ad esattamente quandonon é
contenuto in nessuno degli insieiiii. Cio significa che

Y (FNF =00 = (@, X\ Uiy 1) (5.6)
ECD(x)
da cui segue la relazione (5.4). O

5.2 Applicazioni

Se consideriamo l'insiemp] come un insieme di proprieta di cui i vari elementi di
X possono godere, allorg; va pensato come l'insieme di quegli elementiiche
posseggono la proprietee in questa interpretazione € il numero degli elementi di
X che non posseggono nessuna delle propriefd.in

Una delle piu importanti applicazioni della formula di inslone—esclusione ri-
guarda il conteggio dei numeri naturali coprimi con un fisgaturalen, ovvero dei
numeri naturalk con1 < k£ < n tali che il massimo comune diviso(&, n) trak edn
e 1. Denotiamo questa funzione enumerativa con

¢(n) = [{k; k € [n], (k,n) = 1}]

essa viene chiamafanzione di Euler. Otteniamo subito dalla formula di inclusione—
esclusione il seguente risultato:

Teorema 5.2 Sia{ps, ..., p,} I'insieme dei divisori primi din. (quindi la fattorizza-
zione in primi din én = pi* - - - p&7, cona; > 0.) Allora

d(n) = nl} (1 - ]%) . (5.7)

Dimostrazione. Notiamo che sel &€ un arbitrario divisore di, allora il numero dei
multipli di d che appartengono dd] e pari a7. Infatti, sian = dm: i multipli di d in
[n] sono i numerid, 2d, 3d, . . ., md conm = %, come affermato.

Adesso diciamo che un numekoc [n| ha lai—esima proprieta sk é divisibile per
pi. Osserviamo chék, n) = 1 se e solo sé non & un multiplo di nessuno dei divisori
primi p; di n, cioé sek non soddisfa la—sima proprieta per nessure [r], 0 equiva-
lentemente sg € [n]\ Uic F3; inoltre sel C [r], allorak € multiplo di tutti i primip;
coni € I se e solo sé& & multiplo del loro prodottq [, p;. Da questo e per quanto
detto all'inizio si deduce che

n

Mier Fil = =———
[ Miez Fi HieEpi
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quindi adattando la formula (5.1) dell'inclusione—esug al nostro caso possiamo
scrivere

e da questo si ottiene la relazione cercata (5.7). O

Un’altra ben nota applicazione del principio di inclusiessclusione ci fornisce
una bella e sorprendente formula asintotica per il numelle germutazioni senza
punti fissi, che qui vogliamo chiamare permutazioni sconvolgentirfgiese:deran-
gements Per introdurre questo argomento ricorreremo al congettitivo (ma qui
non matematizzato, visto che I'argomento non é stato arstackato dal nostro letto-
re) delle probabilita. Immaginate che in una grande tiatorformatizzata si rompa il
calcolatore e, di conseguenza, il gestore reinventi wiiettatura dei clienti (assegna-
zione dei pacchi pronti alla consegna ai diversi clientipptetamente casuale. Qual &
la probabilita che nessun pacco arrivi correttamente andesbne? Si ha la tentazione
di dire che, se ci sono molti clienti, questa probabilita @riatica trascurabile (molto
vicina allo0). Ebbene, non é cosi. Infatti questa probabilita & piu ede(addirittura
del doppio) di quella di ottenere un fatidiédanciando un dado di gioco.

Diremo che una permutaziorfe: [n] — [n] € sconvolgente sé(:) # i per ogni
i € [n]. Sias(n) il numero di tali permutazioni.

Per ottenere una stima di quante sono le permutazioni stggng traduciamo
nelle notazioni della formula di inclusione—esclusioneghetti in esame. SiX l'in-
sieme delle permutazioni di]. Diremo che una permutaziornfe € X possiede la
proprieta: se f(i) = i. Dunque una permutazione & sconvolgentg¢ s®n soddisfa
nessuna delle proprietaperi € [n], ovvero sef € X \ U, F;. Fissato un sottoin-
siemeF di [n], le permutazioni che invece soddisfano tutte le proprietdn: € F
(cioe gli elementi dn,cz F;) sono quelle per le quali tutti gli elementi di sono pun-
ti fissi, e queste permutazioni si possono identificare cqmle |E|)! permutazioni
(qualunque) sugli elementi ¢ \ £. Usando il principio di inclusione-esclusione si
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puo calcolare il numere(n) di permutazioni sconvolgenti

sin) = Y (=1)¥(n—|E)!

ECn]
= Y 3 (1) Bl
=% 5e(5)
- Y va-i(l)
- wy & (5.:8)

Ricordiamo la relazione

i L 5.9

Da questo, poiché la proporzione di permutazioni sconvilgg [n] rispetto alla to-
talita di permutazioni djn| & data dal rapporto

n!
da (5.8) e (5.9) segue che
s(n) 1
lim 22 = =
n—oo N e
e quindi asintoticamente
s(n) 1 - 1
n! e 3

0
In effetti, non é difficile mostrare che il numero di permudtss senza punti fissi
su[n| & proprio uguale all'intero piu vicinoa!/e.
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