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Prefazione

Caro Lettore,

gli appunti di queste pagine contengono tutto il materiale spiegato durante le le-
zioni e parte del materiale relativo alle esercitazioni delcorsoMatematica Discreta
1: Combinatoriaimpartito per il Corso di Laurea in Informatica dell’Università di
Roma La Sapienza. Il materiale è stato scelto quasi integralmente dai primi capitoli
dell’eccellente libro di J. H. van Lint e R. M. Wilson,A Course in Combinatorics[14].
Il libro di van Lint e Wilson nasce dalle loro lezioni presso il California Institute of
Technology. Bisogna ammettere che il testo di van Lint-Wilson è destinato ad un pub-
blico che possiede una maggiore esperienza matematica di quella di uno studente di
secondo anno del nostro Corso di Laurea. Questo spiega però solo in parte il carattere
compatto delle dimostrazioni fornite dagli autori di [14].La forma abbozzata delle lo-
ro dimostrazioni è soprattutto frutto della loro ambizionedi costringere lo studente ad
una lettura autonoma, attiva ed approfondita del loro libro. Ciò significa che il lettore
deve completare il testo delle loro dimostrazioni, come e più di quanto si fa solitamen-
te per risolvere i familiari esercizi nei libri di grammatica. Difatti la matematica non si
capisce leggendo un testo con le mani in mano.È quindi con molta esitazione e quasi
malvolentieri che si offre oggi alla lettura dei nostri studenti il seguente testo in cui
ogni dubbio lasciato aperto, ogni piccolo salto logico del libro [14] è cancellato. Lo
studente che malauguratamente fosse interessato solo a superare l’esame di Combina-
toria senza cercare di capire la materia potrebbe essere tentato di memorizzare questo
testo. Nulla di più sbagliato.

Naturalmente, non ci siamo limitati a completare le dimostrazioni in [14]. In al-
cuni casi le abbiamo modificate, e inoltre abbiamo aggiunto altro materiale (come per
esempio quello sulla decomposizione ciclica delle permutazioni.) Il nostro testo non
ha certo l’ambizione di essere un libro sulla Combinatoria.L’esposizione segue quasi
pedissequamente le deduzioni matematiche esposte alla lavagna durante il corso e i
commenti rimangono essenziali. È nostra ferma convinzioneche un corso introdut-
tivo non deve limitarsi alla presentazione di fatti e dimostrazioni elementari, con il
rischio di banalizzare la materia. Al contrario, per convincere lo studente del potere e
della bellezza dei metodi e dei risultati della combinatoria, è indispensabile sorpren-
derlo e poi coinvolgerlo in imprese matematiche serie. Abbiamo quindi preferito alla
redazione di un catalogo enciclopedico di concetti e lemmi elementari e di routine
l’esposizione di pochi risultati e metodi importanti. Anzi, abbiamo utilizzato proprio
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questi risultati per introdurre alcuni dei più salienti concetti della combinatoria in un
contesto dimostrativo che li mette alla ribalta. Il materiale qui presentato non è espo-
sto a lezione tutti gli anni. Di anno in anno, sarà il programma del Corso a specificare
quella parte del testo che si deve studiare per l’esame.

La teoria combinatoria è il principale strumento matematico di quella parte dell’in-
formatica teorica che riguarda la costruzione di algoritmie l’analisi della loro com-
plessità. Eppure in Italia non tutti i corsi di laurea in informatica offrono un corso di
combinatoria. Il nostro manoscritto è poco più che un invitoa insegnare e studiare
questa materia, rivolta a studenti di informatica e matematica. Questa ne è la prima
versione, ed è destinata a crescere, anche con il vostro aiuto. Ogni commento e critica
è decisamente benvenuto, anche qualora si limiti soltanto asegnalarci gli inevitabili
errori di stampa.

Vogliamo ringraziare Gabriele Mambrini il quale, producendo un primo mano-
scritto in LATEX di appunti di questo corso, ha fornito un canovaccio e uno stimolo di
partenza per la redazione del presente testo; gli studenti Cecilia di Chio e Fabio Marti-
nelli per aver messo a disposizione le fotocopie dei loro appunti, presi durante l’anno
accademico 2000/01. Ringraziamo inoltre il dott. Daniele A. Gewurz che dopo aver
letto con estrema attenzione (e pignoleria!) questo testo ci ha segnalato vari refusi e
suggerito utili modifiche.

János Körner1

Claudia Malvenuto2

1korner@di.uniroma1.it
2claudia@di.uniroma1.it
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Capitolo 1

Grafi

1.1 Concetti fondamentali sui grafi

Sen è un intero positivo, denotiamo con[n] l’insieme degli interi compresi tra1 edn:

[n] = {1, 2, . . . , n}.

L’insieme delle parti diA verrà qui denotato da

2A = {B : B ⊆ A}.

SeA è un insieme ek è un numero naturale, indichiamo con
(

A
k

)
la famiglia di tutti i

sottoinsiemi diA di cardinalitàk:
(

A

k

)

= {B : B ⊆ A, |B| = k}. (1.1)

Un grafo semplicee finitoG è una coppia di insiemi finiti astrattiG = (V (G), E(G))
collegati dalla relazione

E(G) ⊆

(
V (G)

2

)

.

Gli elementi diV (G) sono chiamativertici del grafo e le coppie non ordinate di vertici
distinti di V (G) che sono inE(G) sono dettearchi di G. Due verticix e y sono
adiacenti se la coppia non ordinata{x, y} è un arco. Un verticex è incidente ad
un arcoe sex ∈ e. See = {x, y}, i vertici x e y si chiamano gliestremi dell’arco
e. Spesso si rappresenta un grafo disegnando su un piano un punto distinto per ogni
vertice, e collegando con una linea due vertici adiacenti. Ad esempio, il grafoG sui
vertici V (G) = {a, b, c, d, e} in cui E(G) = {{a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, e}, {b, d}} può
essere visualizzato nel seguente modo:

•
d
�

�
�

�

•
c

@
@

@
@
•
a

•
b

• e

HHHH G

1



2 CAPITOLO 1. GRAFI

Si deve notare che il punto di intersezione dei segmenti che rappresentano gli archi
{a, c} e {b, d} non è un vertice. In questo contesto però ci interessa studiare il grafo
da un punto di vista astratto, ovvero solo rispetto alle relazioni di incidenza, e non le
sue particolari immersioni nel piano.

La dicitura grafo semplice è un riferimento implicito ad un concetto più generale
di grafo, in cuiE(G) è un cosiddetto multinsieme di coppie non ordinate di elementi
di V (G). Se i due elementi di una coppia non sono distinti, l’arco{x, x} si chiama
cappio sux. Se l’arco{x, y} è presente inE(G) con molteplicitàm superiore ad1, si
parla dim archi paralleli{x, y}. Un grafoG è completoseE(G) =

(
V (G)

2

)
, ovvero

se tutti i vertici sono collegati tra loro. Il grafo completosun vertici verrà denotato da
Kn. Un grafoG in cui E(G) = ∅ si dicetotalmente sconnessoe si può indicare con
En.

•4 �
�

�
�

• 3@
@

@
@
•1 • 2

K4

•4 • 3

•1 • 2

E4

(Digressione.Un ipergrafo H è una coppia ordinata(V (H), E(H)), oveV (H) è un
insieme finito, detto insieme di vertici dell’ipergrafo, edE(H) ⊆ 2V (H) è una famiglia
di sottoinsiemi diV (H), detti iperarchi . Nel caso in cui tutti gli iperarchi abbiano la
stessa cardinalità si parla diipergrafo uniforme .)

Due grafiG e H sonoisomorfi se esiste una biiezionef : V (G) → V (H) dei vertici
che conservi le adiacenze, i.e. tale che

{a, b} ∈ E(G) ⇔ {f(a), f(b)} ∈ E(H).

Tale biiezionef è unisomorfismodei grafiG edH.
Un grafo G′ è un sottografo di G se V (G′) ⊆ V (G) ed E(G′) ⊆ E(G). G′ è
un sottografo ricoprente di G (o di copertura; in inglese: spanning subgraph) se
V (G) = V (G′). G′ è unsottografo indotto di G (in inglese: inducedo spanned
subgraph) seE(G′) = E(G) ∩

(
V (G′)

2

)
. SeA ⊆ V (G), si può indicare conG[A] il

sottografo indotto inG dall’insiemeA di vertici. Per ottenere da un grafo un sottogra-
fo di copertura si eliminano archi, ma non vertici; per ottenere un sottografo indotto si
eliminano vertici (e perciò gli archi ad essi adiacenti), manon si eliminano gli archi
adiacenti ai vertici rimanenti. Nella figura seguente,G rappresenta un grafo,G′ un suo
sottografo di copertura,G′′ un suo sottografo indotto.

G

• •

• • •

•

G′

• •

• • •

•

G′′

•

• • •
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Sex ∈ V (G), l’ intorno di x è il sottoinsiemeΓ(x) dei vertici adiacenti ax:

Γ(x) = {y : y ∈ V (G), {x, y} ∈ E(G)} .

Il grado di un verticex è il numero di vertici ad esso adiacenti e si denota condG(x) =
|Γ(x)|. Un verticex si diceisolatosedG(x) = 0. Il grado del grafoG è

d(G) = max
x∈V (G)

dG(x).

Un grafo si diceregolarese tutti i suoi vertici hanno lo stesso grado.
La relazione che lega i gradi dei vertici e il numero di archi di un grafo è espressa

nel seguente:

Lemma 1.1 ∑

x∈V (G)

dG(x) = 2|E(G)| (1.2)

Dimostrazione.Questa dimostrazione usa la tecnica del doppio conteggio. Sia

A = {(x, e) : x ∈ V (G), e ∈ E(G), x incidente ade} .

Se si contano le coppie diA a partire dal primo elemento di ciascuna coppia, si
consideraA come l’unione (disgiunta)

A =
⋃

x∈V (G)

{(x, e) : e ∈ E(G), e incidente adx} ,

implicando

|A| =
∑

x∈V (G)

|Γ(x)| =
∑

x∈V (G)

dG(x);

Analogamente, contando le coppie diA a partire dal secondo elemento di ciascuna
coppia, si consideraA come l’unione (disgiunta)

A =
⋃

e∈E(G)

{(x, e) : x ∈ V (G), x incidente ade} ,

e quindi

|A| =
∑

e∈E(G)

|{x : x vertice die}| =
∑

e∈E(G)

2 = 2|E(G)|.

�

Corollario 1.2 Il numero di vertici di grado dispari è pari.



4 CAPITOLO 1. GRAFI

Dimostrazione. (Prima versione) Dal membro destro di (1.2) si deduce che la somma
totale dei gradi è pari: poiché la somma dei gradi pari è necessariamente pari, allora
per differenza anche la somma dei gradi dispari è pari; questo significa che il numero
dei termini di quest’ultima deve essere pari.

(Seconda versione) Si può operare per induzione sul numero di archi. Passo base:
quando|E(G)| = 0, tutti i vertici hanno grado0 quindi vi sono0 vertici di grado
dispari. Passo induttivo: consideriamo un grafoG in cui E(G) 6= ∅ (ci sono quindi
almeno due vertici). Sia{x, y} ∈ E(G) e costruiamo il grafoG′ in cui V (G′) = V (G)
edE(G′) = E(G) \ {{x, y}}. In G′ vale l’ipotesi induttiva. Osserviamo chedG(x) =
dG′(x) + 1, dG(y) = dG′(y) + 1, mentre per gli altri vertici si hadG(z) = dG′(z).
Perciò sex e y hanno la stessa parità di grado inG′, hanno la stessa parità anche in
G, dunque il numero di vertici di grado pari o dispari cresce o decresce di2; se hanno
parità diversa, un vertice di grado dispari inG diventa pari inG′ e viceversa, lasciando
immutato il numero di vertici di grado dispari. �

1.2 Connessione, distanza

SiaG un grafo ex, y ∈ V (G): unapasseggiatain G dax ay è una sequenza

x1, e1, x2, e2, . . . , xt, et, xt+1

in cui si alternano vertici e archi del grafo conxi ∈ V (G), ei ∈ E(G), x = x1,
y = xt+1 e tale che peri = 1, . . . , t si abbia{xi, xi+1} = ei. La lunghezza della
passeggiataè t, ovvero il numero dei suoi archi (con eventuali ripetizioni). Un cam-
mino dax a y è una passeggiata dax a y in cui non ci siano ripetizioni di archi: se
i 6= j alloraei 6= ej . Un cammino in cui primo e ultimo vertice coincidono si chia-
macircuito . Un cammino sempliceè un cammino in cui non ci siano ripetizioni di
vertici: sei 6= j allora xi 6= xj, ad eccezione al più di1 e t + 1; nel caso in cui
x1 = xt+1 il cammino semplice si chiamaciclo. Si dice chex è raggiungibile day
sey = x oppure se esiste una passeggiata dax a y. La relazione di raggiungibilità
tra vertici ha la proprietà riflessiva per definizione perchéx è raggiungibile dax. La
relazione è simmetrica perché sex1, e1, x2, e2, . . . , xt, et, xt+1 è una passeggiata dax a
y, alloraxt+1, et, xt, . . . , x2, e1, x1 è una passeggiata day adx. Inoltre la relazione di
raggiungibilità è anche transitiva: se c’è una passeggiatadax ay e una passeggiata da
y az, alloraz è raggiungibile dax attraverso la passeggiata che si ottiene incollando le
precedenti passeggiate iny. Si tratta perciò di una relazione di equivalenza: le classidi
questa relazione di equivalenza determinano una partizione dei vertici. Tutti i vertici
di una stessa classe sono raggiungibili da ogni altro vertice di questa classe. Un grafo
in cui la partizione in questione ha una sola classe si chiamaconnesso. Se il grafo non
è connesso, ogni classe della partizione induce un sottografo chiamatocomponente
connessa. Denoteremo in seguito conλ(G) il numero di componenti connesse di un
grafoG.
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Proposizione 1.3Se inG esiste una passeggiata dax a y allora esiste un cammino
semplice dax a y.

Dimostrazione. Se nella passeggiatax = x1, e1, x2, e2, . . . , xt, et, xt+1 = y esistono
indici i 6= j tali chexi = xj = z, allora siai′ il più piccolo indice per cuiz = xi′ ,
e siaj′ l’indice più grande per cuiz = xj′. Sostituendo la sezione della passeggiata
xi′ , ei′, xi′+1, . . . , xj′ con il solo verticez si ottiene una nuova passeggiata, visto che
in questa nuova sequenza ogni arco presente ha gli stessi vicini di prima. D’altronde
in questa passeggiata il verticez non è più ripetuto. Iterando questa procedura con gli
altri vertici ripetuti presenti, si arriva ad un cammino semplice. �

Vogliamo ora introdurre una nozione didistanza tra i vertici di un grafo. Sia

dG : V (G) × V (G) → R

la funzione così definita per ognix, y ∈ V (G):

• sex ey non sono nella stessa componente connessa, poniamodG(x, y) := +∞;

• sex ey sono nella stessa componente connessa, allora

dG(x, y) := min{l(c) : c cammino trax e y} (1.3)

ovel(c) denota la la lunghezza del camminoc: la distanza tra due vertici è quindi
il numero di archi di un cammino di lunghezza minima.

Si noti che la nozione di distanza dipende dal particolare grafo in esame. Vediamo ad
esempio che nel grafoG in figura si ha:

G

•3 •4 �
�

�
�

•
1

•
2

•
5

•6 dG(1, 6) = +∞

dG(3, 5) = 3

dG(1, 2) = 1

mentre per il sottografoH ⊂ G si ha:

H

•3 •4 �
�

�
�

•
1

•
2

•
5

•6

dH(3, 5) = 4.

Osserviamo che un cammino che sia il più breve trax e y necessariamente deve
essere semplice, come risulta dalla Proposizione1.3.
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Proposizione 1.4La funzionedG definita in (1.3) è una distanza nel senso usuale
degli spazi metrici, ovvero soddisfa le seguenti proprietàper ognix, y, z ∈ V (G):

1. dG(x, y) ≥ 0 e dG(x, y) = 0 ⇔ x = y.

2. dG(x, y) = dG(y, x).

3. dG(x, y) ≤ dG(x, z) + dG(z, y) (disuguaglianza triangolare).

Dimostrazione. (2.) Basta notare che ogni cammino semplice dax a y percorso a
ritroso è un cammino (semplice) tray edx.
(3.) La concatenazione di due cammini di lunghezza minimadG(x, z) e dG(z, y) pro-
duce una passeggiata dax a y di lunghezzadG(x, z) + dG(z, y). Quindi la minima
lunghezza di un cammino dax ay non può superare questo valore. �

1.3 Circuiti euleriani

In un grafo uncircuito euleriano è un circuito (cammino chiuso) che attraversa tutti gli
archi. Il seguente teorema, di Euler, fornisce una caratterizzazione deigrafi euleriani,
cioè dei grafi che ammettono un circuito euleriano.

Teorema 1.5 Un grafo senza punti isolati ha un circuito euleriano se e solo se è
connesso e ogni suo vertice è di grado pari.

Dimostrazione. (⇒) Se nel grafoG senza punti isolati esiste un circuito euleriano,
allora il grafo è sicuramente connesso perché altrimenti ilcircuito euleriano non po-
trebbe contenere archi appartenenti a diverse componenti connesse. Se percorriamo un
circuito eulerianoC di G partendo da un suo verticex, allora ogni volta che attraver-
siamo un verticey 6= x lungo il circuito, escludiamo una coppia di archi dall’insieme
degli archi incidenti ay e ancora da percorrere, uno per entrare e uno per uscire. Que-
ste coppie disgiunte quindi esauriscono tutti gli archi incidenti ay, dimostrando che
y è di grado pari. Per il verticex otteniamo un’analoga partizione di tutti i suoi archi
in coppie disgiunte se altre alle coppie di archi per ogni singolo attraversamento ac-
coppiamo i due archi della partenza iniziale e ritorno finalein x. In conclusione tutti i
vertici hanno grado pari.

Dimostrazione. (⇐) Nel grafo esiste almeno un circuito: infatti partendo da un
vertice arbitrariox1 ∈ V (G) è possibile costruire un cammino che non si blocca prima
di tornare al suo punto iniziale, poiché se si entra in un vertice x 6= x1, se ne può
sempre uscire passando per un arco non ancora usato, essendoil grado di ogni vertice
pari. Consideriamo allora un circuitoC massimale (ovvero, non contenuto in un altro
circuito del grafo): taleC è euleriano, perché:
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• contiene ogni arco incidente ai suoi vertici. Se così non fosse, togliendo gli archi
di C dal grafoG, si otterrebbe un grafoG′ in cui ogni vertice è ancora di grado
pari: un arbitrario arco incidente aC ma rimasto inG′ potrebbe essere inserito
in un circuito non vuotoC ′, ma l’unione diC ′ eC darebbe un nuovo circuito di
G contenenteC, contro la massimalità diC;

• per quanto appena detto, la componente connessa diC è il circuito C stesso:
poichéG è connesso, si haG = C, quindi C contiene tutti gli archi diG.
(Nota bene: la scritturaG = C è un abuso di linguaggio: qui perC si intende
il grafo i cui vertici e i cui archi sono quelli che appaiono nella successione
vertice–arco–vertice del circuitoC.)

�

Possiamo essere più specifici ed affermare che se esiste un circuito euleriano in
un grafo, allora da ogni suo vertice è possibile descrivere un circuito euleriano, come
enunciato nella seguente:

Proposizione 1.6SiaG un grafo euleriano. Allora da ogni suo verticex e per ogni
arco e incidente adx esiste un circuito che parte dax e vi rientra attraversoe.

Dimostrazione.Abbiamo visto in precedenza che in un grafo euleriano ogni vertice ha
grado divisibile per2. Partendo dax, uscendo dall’arcoe, è allora possibile tornare in
x. Prendiamo tra tutti i circuitix, e, . . . , x un circuito massimaleC, ovvero un circuito
del tipo x, e, . . . , x che però non sia contenuto propriamente in nessun altro circuito
siffatto. Lo stesso ragionamento della Dimostrazione (⇐) del Teorema 1.5, prova che
detto circuito massimale è euleriano (comprende tutti gli archi del grafo): allora il
circuito ottenuto percorrendoC in ordine inverso, parte dax e vi rientra attraversoe.
�

In un grafo uncammino eulerianoè un cammino che comprende tutti gli archi del
grafo.

Proposizione 1.7SiaG un grafo connesso,x, y ∈ V (G): allora esiste un cammino
euleriano trax ey se e solo sex ey sono i soli vertici di grado dispari inG.

Dimostrazione. (⇒) Supponiamo che esista un camminoc = x, . . . , y che parte dal
verticex, termina nel verticey e attraversa tutti gli archi (una sola volta!). Si possono
verificare due casi:

1. {x, y} 6∈ E(G): in questo caso, consideriamo il nuovo grafoG′ in cui V (G′) =
V (G) ed E(G′) = E(G) ∪ {{x, y}}. In G′ a partire dac possiamo costruire
un circuitoc′ = x, . . . , y, {x, y}, x che quindi percorre (una sola volta!) tutti gli
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archi diG. Per il Teorema di Eulero 1.5, tutti i vertici avranno grado pari in G′.
Ma sez ∈ V (G) si ha

dG(z) =

{
dG′(z) sez 6∈ {x, y}
dG′(z) − 1 sez ∈ {x, y}

quindix ey sono i soli vertici di grado dispari inG.

2. {x, y} ∈ E(G): in questo caso non è possibile rimuovere l’arco, come si può
vedere dall’esempio in Figura.

•4 �
�

�
�

• 3

•1 • 2
x = 1 y = 2

c = 1, {1, 2}, 2, {2, 3}, 3, {3, 4}, 4, {4, 2}, 2

Costruiamo invece un grafoG′ aggiungendo un nuovo verticef e due nuovi
archi {x, f} e {f, y}. In questo grafo si ottiene, dal camminoc che contiene
tutti gli archi di G, un cammino chiusoc′ = x, . . . , y, {y, f}, f, {f, x}, x che
contiene tutti gli archi diG′, ovvero un cammino euleriano diG′. Per il Teorema
1.5 ogni vertice inG′ ha grado pari, e notando che

dG′(z) =







2 sez = f
dG(z) + 1 sez ∈ {x, y}
dG(z) sez 6∈ {x, y}

segue chex ey sono gli unici vertici diG di grado dispari.

Dimostrazione. (⇐) Come prima si possono presentare due casi:

1. {x, y} 6∈ E(G): possiamo allora aggiungere quest’arco al grafoG, ottenendo un
grafoG′ in cui tutti i vertici hanno grado pari (abbiamo aumentato di1 solo il
grado dix edy): per la Proposizione 1.6 esiste un circuito euleriano inG′ che
parte dax e rientra inx attraverso l’arco{x, y}, sia essoc′ = x, . . . , y, {y, x}, x.
Chiaramente il camminoc = x, . . . , y che si ottiene dac′ cancellando l’arco
{x, y}, è euleriano inG.

2. {x, y} ∈ E(G): si costruisce, in modo analogo alla Dimostrazione (⇒), un
grafoG′, i cui vertici sono tutti di grado pari. Per la Proposizione 1.6 esiste un
circuito eulerianoc′ in G′ che parta dax e rientri inx attraverso l’arco{f, x},
e necessariamente saràc′ = x, . . . , y, {y, f}, f, {f, x}, x: allora il camminoc =
x, . . . y è euleriano inG.

�
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1.4 Connessione e numero di archi

Un grafoG senza cicli viene chiamatoforesta; seG oltre ad essere aciclico è anche
connesso, parleremo dialbero. Le componenti connesse di una foresta sono quindi
alberi.
Osservazione.Si noti che in un grafo aciclico esiste al più un solo cammino tra due
vertici.

Data una famiglia di sottoinsiemi di un insieme, un membro della famiglia èmas-
simaleper inclusione (rispettivamente:minimale) se non è propriamente contenuto in
(rispettivamente: se non contiene propriamente) un altro membro della famiglia.

Un sottografoH di G è massimale rispetto ad una proprietàP seP è vera inH
e se per ogni sottografoF ⊇ H tale che la proprietàP vale suF allora F = H
(ovveroH non è contenuto propriamente in nessun sottografo diG che verificaP).
Analogamente un sottografoH di un grafoG è minimale rispetto ad una proprietàP
seP è vera suH e se per ogni sottografoF ⊆ H tale che la proprietàP vale suF
alloraF = H (non vi sono sottografi propri diH che verificanoP).

Vediamo un esempio. SiaG il grafo indicato in figura.

G •b 








•
d

•
c

J
J
JJ

•
a

J
J

JJ 







• e V (G) = {a, b, c, d, e}

Consideriamo la famiglia di tutti i sottoinsiemi diV (G) il cui sottografo indotto inG
è completo:

{{a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {a, b}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c, d}, {d, e}, {a, b, d}, {b, c, d}}

Gli elementi di tale famiglia che inducono un sottografo completo massimale sono
{d, e}, {a, b, d}, {b, c, d}. Si noti che pur essendo massimali, tali sottoinsiemi non
hanno la stessa cardinalità.

Se |V (G)| = n e |E(G)| =
(

n
2

)
allora si può affermare cheG è sicuramente

connesso. Lo stesso vale se|E(G)| =
(

n
2

)
−1. È naturale domandarsi qual è il numero

massimoD(n) di archi che un grafo sconnesso sun vertici può avere. Si noti che
questo significa che se un grafo sun vertici è tale che|E(G)| > D(n) allora G è
necessariamente connesso.

Proposizione 1.8

D(n) =

(
n − 1

2

)

=
(n − 1)(n − 2)

2
.

Dimostrazione. Quando è massimo il numero di archi presenti è minimo il numero
degli archi assenti. SeG non è connesso, ciò significa che i suoi vertici sono divisi in
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due insiemi disgiunti, di cardinalitàx en−x con1 ≤ x ≤ n−1, e tali che non ci sono
in G archi con vertici in ambedue questi insiemi. Il numero di archi che avrebbero
potuto collegare i due sottoinsiemi (ma che sono stati tolti) èx(n−x) = −x2 + nx. Il
minimo per questo polinomio inx di grado2 si ottiene perx = 1 ex = n−1; quindi il
massimo numero possibile di archi presenti è dato dalla componente conn − 1 vertici
ed è

(
n−1

2

)
. �

Osservazione.SeG è un grafo connesso come sono fatti i suoi sottografi di copertura
connessi minimali (rispetto ad essere connessi e di copertura)? È facile convincersi
che se un sottografo ricoprenteT ⊆ G è connesso e minimale, allora non ha cicli:
altrimenti, il sottografo diT che si otterrebbe eliminando un arco da un ciclo sarebbe
ancora connesso, contraddicendo la minimalità diT . Perciò un sottografo di copertura
connesso minimale è un albero.

Teorema 1.9 Un grafoG connesso conn vertici è un albero se e solo se|E(G)| =
n − 1.

Dimostrazione. (⇒) Sia G un albero: fissatox ∈ V (G), vogliamo descrivere una
biiezionef : V (G) \ {x} → E(G). Per ogniy ∈ V (G) \ {x}, siaf(y) ∈ E(G) l’arco
iniziale del cammino semplice day a x: tale cammino esiste ed è unico, essendoG
un albero, e questo garantisce il fatto che la definizione della funzionef sia ben posta.
Vediamo ora che talef è iniettiva. Sianoy, z ∈ V (G) \ {x}, y 6= z e supponiamo che
f(y) = f(z) = e. Questo implica chee = {y, z} e che tale arco chiude un ciclo inG,
contro ipotesi.

x

y z
e

Inoltre, ogni arcoe = {y, z} è il primo arco di un cammino da uno dei suoi due
vertici versox: sia c(z) il cammino semplice daz ad x in G; se f(z) 6= e allora
(y, e, z, c(z)) è il cammino (unico!) day adx e dunquef(y) = e. Tale ragionamento
mostra che l’applicazionef è anche suriettiva: ne segue che|V (G) − {x}| = |E(G)|
cioè|E(G)| = n − 1.
Dimostrazione. (⇐) Per induzione. Caso base:n = 2. Il grafo ha2 vertici ed un solo
arco che li unisce: questo evidentemente è un albero.
Passo induttivo: Supponiamo che un grafo sun−1 vertici conn−2 archi sia un albero.
Prendiamo in considerazione un grafoG con|V (G)| = n ed|E(G)| = n−1. Essendo
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G connesso per ipotesi, per ogni suo verticex ∈ V (G) valedG(x) ≥ 1. Se per assurdo
tutti i vertici avessero grado almeno2, usando la relazione (1.2), si avrebbe

2n ≤
∑

x∈V (G)

dG(x) = 2|E(G)| = 2(n − 1),

impossibile. Esiste allora almeno un vertice, siay, di grado1. SiaG′ il grafo otte-
nuto daG rimuovendo il verticey e l’unico arco, siae, ad esso adiacente: ne risulta
|V (G′)| = n − 1, |E(G′)| = n − 2. Per induzioneG′ è un albero. Poiché l’inserzione
di x e die in G′ non può creare un ciclo, ne segue che ancheG è un albero. �

Corollario 1.10 Se|V (G)| = n e |E(G)| < n − 1, allora G non è connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo cheG sia connesso. ConsideriamoG′ ⊆
G sottografo ricoprente connesso e minimale. Per quanto appena visto si ha che
|E(G′)| = n− 1, ma allora sarebben− 1 = |E(G′)| ≤ |E(G)| < n− 1: impossibile.
�

Proposizione 1.11In un albero (con più di un vertice!) ci sono almeno due vertici di
grado 1.

Dimostrazione. Sia c il numero di vertici di grado1 di un grafoG: allora per la
sommatoria dei gradi vale

∑

x∈V (G)

dG(x) =
∑

x∈V (G)
dG(x)=1

dG(x) +
∑

x∈V (G)
dG(x)≥2

dG(x) ≥ c + 2(n − c).

In particolare, seG è un albero, per il Teorema 1.9 si ha

∑

x∈V (G)

dG(x) = 2|E(G)| = 2(n − 1) :

confrontando le relazioni precedenti seguec ≥ 2.
(Dimostrazione alternativa: gli estremi di un cammino massimale diG sono entrambi
di grado1.) �

Possiamo trovare in un albero più di due vertici di grado1? Si noti che in un albero
T sex ∈ V (T ) ha gradodT (x) > 1, allora ci sono almenodT (x) vertici di grado1. Si
prenda infatti l’insieme di tutti i cammini semplici diT che abbiano un estremo inx
e siano massimali: ve ne sono esattamentedT (x), e per ogni tale cammino, l’estremo
diverso dax ha grado1.
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• x• •
A
A

••
A
A
A
A

• •

�
�

•

•

Se ne deduce il seguente

Corollario 1.12 In un alberoT se indichiamo cons il numero dei vertici di grado1
si ha

s ≥ max
x∈V (T )

dT (x) = d(T ).

Ricordiamo che una foresta è un grafo semplice senza cicli e che le componenti
connesse di una foresta sono alberi.

Proposizione 1.13In una forestaF il numero di componenti connesseλ(F ) soddisfa
la relazione

|E(F )| = |V (F )| − λ(F ). (1.4)

Dimostrazione. Per ogni componente connessaFi di F , per (1.9) si ha|E(Fi)| =
|V (Fi)| − 1; quindi

|E(F )| =

λ(F )
∑

i=1

|E(Fi)| =

λ(F )
∑

i=1

|V (Fi)| − (

λ(F )
∑

i=1

1) = |V (F )| − λ(F ).

�

Il seguente Teorema, dovuto ad A. Bondy, è legato alla compressione di dati.

Teorema 1.14Dati n sottoinsiemi distintiAi di un insiemeX di n elementi, allora
esistex ∈ X tale che gli insiemiAi \ {x} siano ancora tutti distinti.

Dimostrazione. Si può considerare senza perdita di generalitàX = {1, 2, . . . n} e
associare ad ogni sottoinsiemeAi il suo vettore caratteristicoxAi = (xAi

1 . . . xAi
n ).

(Ricordiamo che, fissato un sottoinsiemeA ⊆ [n], il suo vettore caratteristico
xA = (xA

1 . . . xA
n ) è dato daxA

j = 1 se j ∈ A, xA
j = 0 se j 6∈ A). Ad esem-

pio, sen = 6 al sottoinsiemeA = {2, 3, 5, 6} ⊆ [6] associamo la stringa binaria
xA = (0, 1, 1, 0, 1, 1) ∈ {0, 1}6.

Il problema diventa: presen stringhe distinte lunghen trovare un indicej tale che
le n stringhe lunghen − 1 ottenute sopprimendo laj-sima coordinata restino distinte.

Consideriamo il grafoG i cui vertici sianoV (G) = {xAi : 1 ≤ i ≤ n} e tra
due stringhe esiste un arco se le stringhe differiscono per una sola coordinata. Colo-
riamo gli archi del grafo con gli indici delle coordinate: associamo il colorei all’arco
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{A, B} ∈ E(G) sei è l’indice dell’unica coordinata in cui le stringhexA e xB diffe-
riscono. Dimostriamo ora che in questa colorazione non possono essere presenti tutti
i colori {1, 2, . . . n}: uno tra i colori non utilizzati potrà allora essere eliminato. Per
fare questo, affermiamo che in un ciclo arbitrario diG ogni etichetta presente su un
arco appare almeno due volte: infatti percorrendo il ciclo apartire da un suo qualunque
vertice, alla fine del giro tutte le differenze tra coordinate si sono annullate. Perciò to-
gliendo un arco (colorato) da un ciclo, il numero di archi nelnuovo grafo così ottenuto
diminuisce, ma non diminuisce il numero dei colori presentisugli archi. Iterando que-
sto procedimento distruggiamo tutti i cicli mantenendo inalterato il numero di colori.
Al termine di questo processo otteniamo un grafo aciclico: dato che gli archi di una
foresta sono al massimon − 1, non potremmo averli colorati conn colori distinti! �

1.5 Algoritmo di Kruskal

SiaG un grafo semplice. Chiamiamofunzione di costo una funzione

c : E(G) → R
+

che associa ad ogni arco del grafo un numero reale non negativo. Il costo di un
sottografoF di G è il numero realec(F ) definito come

c(F ) =
∑

e∈E(F )

c(e).

Ha senso allora cercare gli alberi ricoprenti di costo minimo. Quello che viene descritto
di seguito è un algoritmo, introdotto da J.B.Kruskal in [5],che fornisce un albero di
copertura di costo minimo.

SiaG un grafo connesso sun vertici con funzione di costoc assegnata. L’algoritmo
costruisce ad ogni passo una foresta sui vertici diG, aggiungendo un nuovo arco alla
foresta già costruita.

• Passo iniziale: si inserisce nella forestaF0 = (V (G), ∅) un arco a scelta tra quelli
di E(G) che hanno costo minimo: sia essoe1 (quindi c(e1) = mine∈E(G) c(e)).

• Passot-simo: abbiamo costruito una forestaFt−1 = (V (G), E(Ft−1)) cont− 1
archi E(Ft−1) = {e1, e2, . . . , et−1}. Inseriamo ora un nuovo arco, siaet ∈
E(G) \ E(Ft−1) in modo che

1. per il sottografoFt = (V (G), E(Ft)) di archi

E(Ft) = {e1, e2, . . . , et−1, et}

valgaλ(Ft) < λ(Ft−1);
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2. il costo diet sia minimo tra gli archi diE(G) non ancora inseriti per i quali
valga la condizione precedente, i.e.

c(et) = min{c(e) : e 6∈ E(Ft−1), λ(e1, . . . , et−1, e) < λ(e1, . . . , et−1)}

ove conλ(e1, . . . , ej) si indica il numero di componenti connesse della
foresta(V (G), {e1, . . . , ej}).

• ci fermiamo dopo il passot = n − 1 (cioè non appena sono stati inseritin − 1
archi)

Teorema 1.15Ogni sottografo diG ottenuto tramite l’algoritmo di Kruskal è un
albero ricoprente di costo minimo.

Dimostrazione. Anzitutto si noti che il sottografoFn−1 di G è un albero. Ad ogni
passo dell’algoritmo infatti, la condizione 1. ci assicurache ogni sottografoFt di G
è una foresta, poiché vale la relazioneλ(Ft) + t = n della Proposizione1.13: allora
Fn−1, essendo una foresta con esattamenten − 1 archi, è un albero.

Sianoe1, . . . , en−1 gli archi utilizzati (in quest’ordine) dall’algoritmo: per costru-
zione si ha chec(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(en−1). Sia oraT un altro albero rico-
prente diG ed ordiniamo l’insieme dei suoi archiE(T ) = {a1, . . . an−1} per costo
crescente, i.e.c(a1) ≤ c(a2) ≤ . . . ≤ c(an−1). Affermiamo chec(ei) ≤ c(ai)
per i = 1, . . . , n − 1 (questo implica chec(Fn−1) ≤ c(T ) per ogni albero rico-
prenteT di G, ovvero cheFn−1 ha costo minimo). Durante l’esecuzione dell’algo-
ritmo il numero delle componenti connesse dei sottografi chevia via vengono co-
struiti diminuisce strettamente passando dan fino a 1. Supponiamo per assurdo che
esista almeno un indices per cui c(es) > c(as), e sia esso il minimo: quindi vale
c(es) > c(as) ≥ c(as−1) ≥ . . . ≥ c(a1). Se al passos-esimo abbiamo scelto l’arcoes

anziché uno fra gli archi{a1, . . . , as}, allora deve aversi

λ(e1, . . . , es−1, a1, . . . , as) = λ(e1, . . . , es−1) (1.5)

(l’inserzione dell’arcoas non avrebbe diminuito il numero di componenti connesse).
Da questa uguaglianza, ricordando che aggiungendo archi ilnumero di componenti
connesse non può aumentare, si ricava

λ(a1, . . . , as) ≥ λ(e1, . . . , es−1, a1, . . . , as). (1.6)

Confrontando la disequazione (1.6) con l’uguaglianza (1.5) si arriva a

λ(a1, . . . , as) ≥ λ(e1, . . . , es−1). (1.7)

Ma le due foreste in questione soddisfano (cfr. (1.4))

λ(a1, . . . , as) + s = n = λ(e1, . . . , es−1) + s − 1 (1.8)

implicando
λ(a1, . . . , as) < λ(e1, . . . , es−1), (1.9)

una contraddizione con (1.7). �



Capitolo 2

Alberi, foreste e permutazioni

2.1 Formula di Cayley

È interessante stabilire, fissato un grafoG, quanti sono gli alberi di ricoprimento di
G. Il problema non è di facile soluzione, in generale. In particolare, dato un intero
n, potremmo cercare di contare quanti alberi di copertura distinti occorrono nel grafo
completo sun vertici Kn. Denotiamo in seguito conT (n) tale quantità. Partiamo da
un esempio. Sian = 3.

•1 







• 2

•
3

J
J

JJ
K3

I suoi alberi di copertura sono i seguenti:

•1 







• 2

•
3

•1 







• 2

•
3

J
J
JJ •1 • 2

•
3

J
J
JJ

Se non si tenesse conto delle etichette, i tre alberi sarebbero indistinguibili; in effetti
sono tutti isomorfi al cammino semplice su3 vertici:

• • •

15
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Facciamo ancora un esempio, conn = 4.

•4 �
�

�
�

• 3@
@

@
@
•1 • 2

K4

Ecco due tra gli alberi di copertura diK4 isomorfi ad un cammino semplice su4 vertici:

•4 • 3

•1 • 2

oppure

•4 �
�

�
�

• 3@
@

@
@
•1 • 2

È interessante notare che vi sono alberi di copertura diK4 che non sono isomorfi a
cammini semplici, ad esempio:

•4 �
�

�
�

• 3

•1 • 2

Il lettore può verificare che ci sono4 alberi di ricoprimento diK4 isomorfi all’albero
della figura precedente.

Il seguente notevole risultato, noto come formula di Cayley, dà una formula chiusa
per l’enumerazione degli alberi di copertura diKn.

Teorema 2.1 Pern ≥ 1, il numeroT (n) di alberi etichettati distinti sun vertici è

T (n) = nn−2.

NonostanteT (n) si esprima in modo così semplice, non esistono dimostrazioni
altrettanto semplici e dirette di questo fatto. Nel corso degli anni sono state trovate
numerose dimostrazioni della formula di Cayley. Le idee basilari delle varie dimostra-
zioni differiscono tra loro in modo sostanziale; mettendole insieme si scoprono legami
talvolta insospettati tra le varie parti della matematica.Ad illustrazione di ciò, daremo
tre diverse dimostrazioni della formula. Per altre dimostrazioni si consultino i testi [8],
[10], [14], in bibliografia.
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2.2 Il codice di Prüfer

Descriveremo ora una codifica degli alberi sun vertici, etichettati in[n], tramite parole
sull’alfabeto{1, 2, . . . , n} di lunghezzan − 2, nota appunto comecodice di Prüfer
(cfr. [11]).

Associamo al generico alberoT di copertura diKn la stringan-aria

fn(T ) = (a1, a2, . . . , an−2) ∈ [n]n−2

nel seguente modo iterativo:

• Primo passo. Consideriamo tra i vertici di grado1 di T0 = T quello di etichetta
minima, sia essob1: esiste un unico verticey adiacente ab1 (poichéb1 è di grado
1), chiamiamo alloraa1 := y. Cancelliamo daT il verticeb1 e l’arco{a1, b1} ad
esso adiacente: otterremo ancora un alberoT1 suglin − 1 vertici rimanenti.

• i-simo passo. Abbiamo cancellatoi − 1 vertici daT . Consideriamo, nell’albero
Ti−1 su(n−i+1) vertici, il suo vertice di grado1 di etichetta minima, sia essobi.
Vi è un unico verticey′ ad esso adiacente, poniamo alloraai = y′. Cancelliamo
da Ti−1 il vertice bi e l’arco {ai, bi}: ciò che rimane è un alberoTi su n − i
vertici.

• Ci fermiamo quando l’albero così “potato” ha un solo arco (e due vertici), ovvero
dopon − 2 passi.

Illustriamo l’algoritmo con un esempio. Il vertice cerchiato ad ogni passo è quello di
grado1 di etichetta minima e verrà rimosso.

T0 = T

•
8

•6

•
2i

•
3

•
4

•
7

•
1

•
5

T1

•
8

•6

•
3

i
•
4

•
7

•
1

•
5

a1 = 6

b1 = 2

a2 = 4

b2 = 3

T2

•
8

•6 •
4

•
7

•
1

•
5

i T3

•
8

•6 •
4

•
7

•
1

i

a3 = 1

b3 = 5

a4 = 4

b4 = 1
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T4

•
8

•6 •
4

•
7i

T5

•
8

•6 •
4i T6

•
8

•6

a5 = 4

b5 = 7

a6 = 6

b6 = 4

Si ottienef8(T ) = (6, 4, 1, 4, 4, 6). Ricordando che|[n]n−2| = nn−2, possiamo
enunciare il Teorema di Cayley nella seguente forma:

Teorema 2.2 Sia Tn l’insieme degli alberi di copertura diKn. Il codice di Prüfer
fn : Tn → [n]n−2 è una biiezione.

Dimostrazione. Anzitutto notiamo che gli interibi, i = 1, . . . , n − 2, sono tutti di-
stinti, mentre i verticiai possono anche ripetersi. Inoltre quando l’algoritmo si arresta
abbiamo un solo arco residuo, e certamente uno dei suoi due vertici deve esseren:
infatti n sopravvive perché, anche qualora a un certo passo dell’algoritmo il vertice
etichettato dan diventasse di grado1, in ogni caso ci sarebbe almeno un altro vertice
di grado1, e la sua etichetta necessariamente deve essere minore din. Per comodità
poniamoan−1 = n e siabn−1 l’unico elemento dell’insieme[n − 1] \ {b1, . . . , bn−2}.
Si può allora rappresentare il processo di codifica con una matrice2× (n− 1) (quello
che chiameremo il codice completo):

(
a1 a2 . . . an−2 an−1

b1 b2 . . . bn−2 bn−1

)

doveb1, . . . , bn−2 sono i vertici che vengono potati di volta in volta nella costruzione,

a1, . . . , an−2 sono i loro rispettivi adiacenti, la colonna

(
ai

bi

)

rappresenta un arco

dell’alberoT e le colonne seguono l’ordine in cui gli archi sono stati tolti dall’albero.
Il codice di Prüfer è rappresentato dalla stringafn(T ) = (a1, . . . , an−2) (la (n − 1)–
sima colonna non viene usata in quanto è determinata univocamente dalle condizioni
an−1 = n e {b1, . . . , bn−2} ∪ {n, bn−1} = [n]). Abbiamo visto che per l’alberoT
dell’esempio precedente il codice di Prüfer èf8(T ) = (6, 4, 1, 4, 4, 6), mentre il suo
codice completo è

(
6 4 1 4 4 6 8
2 3 5 1 7 4 6

)

.

Alberi di copertura diversi hanno codice completo diverso,poiché l’insieme degli archi
dell’alberoT è determinato dal suo codice completo:

E(T ) = {{ai, bi} : i = 1, 2, . . . , n − 1}.
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Vediamo allora come dal codice di Prüfer diT sia possibile ricostruire il codice com-
pleto (la matrice a2 righe edn − 1 colonne). L’insieme{a1, a2, . . . , an−2} consiste di
tutti i vertici di T di grado strettamente maggiore di1, con la possibile eccezione din.
D’altrondeb1 6= n, quindi

b1 = min {[n] \ {a1, . . . an−2, n}} .

Dopo aver rimosso i vertici{b1, . . . , bi−1}, l’insieme{ai, . . . , an−2} nell’albero resi-
duo consiste di tutti i vertici di grado strettamente maggiore di 1, con la possibile
eccezione din, quindi notando che all’i–simo passo l’albero residuo non contiene più
i vertici {b1, . . . , bi−1}, analogamente al primo passo abbiamo







b2 = min {[n] \ {a2, . . . an−2, n, b1}}
. . .
bi = min {[n] \ {ai, ai+1, . . . an−2, n, b1 . . . bi−1}}
. . .
bn−1 = min {[n] \ {n, b1 . . . bn−2}}

Questo mostra che l’applicazionefn è iniettiva.
Proviamo ora chefn è anche suriettiva. Partiamo da un’arbitraria stringa

(a1, a2, . . . , an−2) ∈ [n]n−2

e sianob1, b2, . . . bn−1 definiti applicando formalmente le relazioni precedenti; si noti
che, poiché nessuno degli insiemi[n]\{ai, ai+1, . . . an−2, n, b1 . . . bi−1} di cui si prende
il minimo è vuoto, tali minimi sono elementi ben definiti di[n] e sono univocamente
determinati dalla successionea1, a2, . . . , an−2, n; notiamo inoltre chebi 6= bj peri 6= j.
SiaG il grafo di vertici V (G) = [n] ed archi indotti dalle colonne della matrice2 ×
(n − 1) così ottenuta

(
a1 a2 . . . an−2 an−1

b1 b2 . . . bn−2 bn−1

)

,

ovveroE(G) = {{ai, bi} : i = 1, 2, . . . , n − 1}. Vogliamo provare che tale grafo
G è aciclico: questo sarà sufficiente a dimostrare cheG è un albero, essendo aci-
clico con esattamenten − 1 archi edn vertici. Per costruzione gli elementibi del-
la seconda riga sono tutti distinti. Inoltrebi non è un’estremità di nessuno degli ar-
chi {ai+1, bi+1}, . . . , {an−1, bn−1}, quindi{ai, bi} non può chiudere un ciclo nel grafo
con vertici in[n] ed archi{ai+1, bi+1}, . . . , {an−1, bn−1}. L’applicazionefn è pertanto
biiettiva e ne segueT (n) = nn−2. �

Si invita a questo punto il lettore a costruire l’albero associato ad una stringa di sua
scelta.
Osservazione.Siafn(T ) = (a1, . . . , an−2) il codice di Prüfer di un fissato alberoT
su [n] vertici: se denotiamo conδ(l) = |{i : ai = l}| il numero di occorrenze di un
intero l ∈ [n] nella stringafn(T ), alloradT (l) = δ(l) + 1. Infatti seai = l allora al
passoi–simo dell’algoritmo abbiamo potato un verticev ∈ ΓT (l) che era di grado1
nell’alberoTi−1, ed il minimo con questa proprietà tra i vertici diTi−1: pertanto si ha
dTi−1

(l) = dTi
(l) + 1 se e solo seai = l.
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2.3 Vertebrati e formula di Cayley

Si noti che la nozione di grafo aciclico connesso (ovvero: albero!) è diversa da quella
di albero radicato (rooted tree) che si incontra più frequentemente in informatica.
Fissato un alberoT su[n] vertici, possiamo costruire un albero con radice “puntando”
uno specifico vertice. In altre parole, un albero radicato è una coppia(T, r), conr ∈
V (T ). Si deduce che, per ogni fissato albero sun vertici, vi sonon alberi radicati
distinti, e quindi il numeroRT (n) di alberi radicati sun vertici è pari an volte il
numero totale di alberi etichettati:

RT (n) = nT (n).

Nella figura seguente, a sinistra abbiamo un albero su8 vertici, a destra abbiamo
l’albero radicato che si ottiene con la scelta del vertice1 come radice.

T
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Spesso si usa rappresentare un albero radicato nel seguentemodo (“pettinandolo” dalla
radice verticalmente, oppure orizzontalmente)
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Chiameremovertebrato ogni albero etichettato sun vertici in cui si scelgano2
vertici speciali (non necessariamente distinti) detti testa e coda. Un vertebrato può
essere rappresentato perciò da una terna(T, c, t), doveT è un albero di copertura di
Kn e c, t ∈ [n]. Fissato un albero di coperturaT , si possono ottenere da esson2

vertebrati distinti. Pertanto se indichiamo conVn la famiglia dei vertebrati sun vertici
si ha

|Vn| = n2T (n). (2.1)

Se T è l’albero non radicato della figura precedente, qui sotto a sinistra si trova il
vertebrato(T, c, t) conc = 7, t = 1.
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Un vertebrato(T, c, t) determina univocamente un camminoC = c, . . . , t (l’unico!)
che uniscec a t in T . Se si eliminano daT gli archi del camminoC, si ottiene una
foresta. Ognuna delle componenti connesse della foresta contiene uno e un solo vertice
di C e può essere pensata come un albero radicato in quel vertice di C. Indichiamo
con V (C) l’insieme dei vertici che appaiono nel camminoC. Dato un vertebrato
(T, c, t) restano perciò specificati un cammino orientatoC = c, . . . , t e una famiglia
{Ty}y∈V (C) di alberi radicati(Ty, y), eventualmente ridotti al solo puntoy, a due a due
disgiunti (vedi figura precedente). Viceversa fissiamo un sottoinsiemeC ⊆ [n] con la
scelta di un un ordinamento lineare suC, denotato qui con< (che può essere pensato
come un cammino orientato sugli elementi diC), e sia assegnata una famiglia di alberi
{Tx}x∈C dove ogniTx è un albero radicato inx, con le proprietà seguenti:

• (V (Tx) \ {x}) ∩ C = ∅;

• V (Tx) ∩ V (Ty) = ∅ per ognix 6= y;

• ∪x∈CV (Tx) = [n].

Allora dalla terna(C, <, {Tx}x∈C) si può costruire il vertebrato(T, c, t), ove se

v1 < v2 < . . . < vh

sono gli elementi diC nell’ordinamento lineare prescelto, allorac = v1, t = vh e
T = (V (T ), E(T )), conV (T ) = [n],

E(T ) = {{v1, v2}, {v2, v3}, . . . , {vh−1, vh}} ∪
⋃

x∈C

E(Tx).

Chiamiamoendofunzionedi A una funzione di un insiemeA in sé. Nella dimostrazio-
ne che segue, considereremo per ogni endofunzionef le sue cosiddetteiterazioni. Per
motivi di consistenza si definiscef 0 : [n] → [n] come la funzione identitàf 0(j) = j
per ognij ∈ [n]. Inoltre abbiamo la ricorsione

f t(j) := f(f t−1(j)) pert ≥ 1.

Ci proponiamo adesso di descrivere una biiezione tra i vertebrati sun vertici e le
endofunzioni di un insieme adn elementi, che possiamo pensare come l’insieme[n].
Poniamo

Fn = {f : [n] → [n]}

Teorema 2.3 (A. Joyal) Per ogni interon ≥ 0 esiste una biiezione tra endofunzioni di
[n] e vertebrati sun vertici e quindi si ha

|Fn| = |Vn|. (2.2)
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Prima di vederne la dimostrazione, vediamo come dal Teoremaprecedente segue
il Teorema di Cayley:

Corollario 2.4 Per ogni interon ≥ 0 si ha

T (n) = nn−2.

Dimostrazione. Una endofunzionef ∈ Fn è completamente determinata quando
sono specificate le immagini secondof di ogni interoi ∈ [n]. Ci sonon modi diversi
di assegnare un valore adf(1), n modi diversi di assegnare un valore adf(2), etc.
Infatti sej 6= i la scelta di un valore perf(j) non vincola la scelta di un valore per
f(i) (la funzione non deve necessariamente essere iniettiva, suriettiva o altro): in totale
vi sonon ·n · . . . ·n = nn modi distinti di definire un’endofunzione, quindi|Fn| = nn.
Segue dalla (2.2), ricordando la relazione (2.1), che

T (n) =
nn

n2
= nn−2.

�

A questo punto vogliamo visualizzare le endofunzioni in termini di grafi, e
per questo abbiamo bisogno di un nuovo concetto di grafo, in cui gli archi hanno
un’orientazione.

Un grafo diretto G è una coppia di insiemi(V (G), E(G)) doveV (G) è un insieme
finito, E(G) ⊆ V (G) × V (G) è un insieme dicoppie ordinatedi elementi diV (G).
Gli elementi diV (G) (e diE(G), rispettivamente) continuano a essere chiamati vertici
(e archi, rispettivamente). Si noti che in questa definizione non si esclude che(x, x) ∈
E(G). Possiamo dare una rappresentazione tramite un grafo diretto come per i grafi
semplici, unendo però un verticea ad un verticeb con un arco orientato versob se la
coppia(a, b) ∈ E(G). In figura abbiamo rappresentato il grafo diretto in cuiV (G) =
{1, 2, 3} edE(G) = {(1, 1); (1, 2); (2, 3); (3, 1); (3, 2)}.

1 2

3

In un grafo direttoG si definisce ilgrado entrante di un verticex ∈ V (G) come
il numero di archi diG per i qualix è il vertice di arrivo:

d−
G(x) = |{a : (a, x) ∈ E(G)}|; (2.3)

analogamente ilgrado uscenteè il numero di archi diG per i qualix è il vertice di
partenza:

d+
G(x) = |{a : (x, a) ∈ E(G)}|. (2.4)
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Nell’esempio della figura precedente si ha:d−
G(1) = 2, d+

G(1) = 2, d−
G(2) = 2,

d+
G(2) = 1, d−

G(3) = 1, d+
G(3) = 2.

All’endofunzionef : [n] → [n] associamo ora il grafo direttoGf = (V (Gf), E(Gf))
ponendoV (Gf) = [n] e mettendo un arco orientato daa versob seb = f(a), i.e.

E(Gf ) = {(a, f(a)) : a ∈ [n]}.

Ad esempio pern = 5 edf descritta da

f : [5] → [5]
1 7→ 1
2 7→ 3
3 7→ 4
4 7→ 4
5 7→ 3

si ottiene il grafo diretto seguente:

1

3

4

52

Il grafo diretto di un’endofunzionef è caratterizzato dal fatto che il grado uscente
di ogni vertice è1: questo consegue dal fatto che la funzionef assegna ad ogni ele-
mentox del suo dominio[n] un unico elementof(x) ∈ [n], a cui corrisponde l’unico
arco(x, f(x)) uscente dax.

Un elementoa ∈ [n] si dice ricorrente rispetto a un’endofunzionef ∈ Fn se
esiste un interot > 0 tale chef t(a) = a; chiameremo un elementotransiente se
non è ricorrente. Denotiamo conRf ⊆ [n] l’insieme degli elementi ricorrenti per la
funzionef .

Partendo da un elemento transiente, le applicazioni iterate della funzione corri-
spondono a un percorso di archi concatenati inGf , secondo la loro direzione. È ovvio
che tale percorso finisce in un ciclo. Infatti una funzione sipuò iterare un numero
illimitato di volte e in particolare nella sequenza

a, f(a), f 2(a), . . . , fn(a)

che corrisponde a un percorso din archi concatenati, glin + 1 vertici non possono
essere tutti distinti.

Sia f i(a) il primo vertice che si ripete, e siaf l(a) = f i(a) la prima apparizione
successiva. Deve essere allora chiaro che la successione diarchi daf i(a) adf l(a) rap-
presenta un ciclo ben orientato diGf (e che il resto del percorso è ingabbiato in questo
ciclo). Quindi abbiamo scoperto che se si itera la funzione apartire da un elemento



24 CAPITOLO 2. ALBERI, FORESTE E PERMUTAZIONI

transiente, si arriva necessariamente nell’insieme deglielementi ricorrenti. In partico-
lare nel percorso appena descritto gli elementi daa fino a f i−1(a) sono transienti, e
tutti i restanti sono ricorrenti. Di più, i ricorrenti sono esattamente gli elementi che si
trovano su cicli ben orientati.

Concentriamoci adesso sui cicli. Ogni ciclo è ben orientato. Infatti se così non
fosse, ci sarebbe un ciclo dove si alternano successioni di archi concatenati in senso
orario e antiorario; ma allora quando si passa in un vertice dal senso antiorario al senso
orario, quel vertice ha grado uscente2, un assurdo. Se però ogni ciclo è ben orientato,
allora i vertici dei cicli sono interamente contenuti nell’insieme dei ricorrenti. I vertici
transienti possono essere partizionati a seconda del primovertice ricorrente sull’unico
cammino che partendo dal vertice in questione arriva ai ricorrenti: chiamiamo tale
ricorrentepunto di contatto di questo transiente. I vertici transienti che hanno lo
stesso punto di contatto, insieme al loro punto di contatto,inducono un sottografo
di Gf che, se non consideriamo l’orientazione dei suoi archi, è connesso (perché?).
Inoltre questo grafo è chiaramente aciclico, e allora è un albero.

Osserviamo infine che i cicli ben orientati non possono intersecarsi. Altrimenti,
consideriamo un cammino comune massimale di due cicli: talecammino è orientato,
e il suo ultimo vertice deve avere grado uscente almeno2 già nell’unione di questi due
cicli, assurdo.

Pertanto, se poniamo per ognix ∈ Rf

V (Tx) = {a /∈ Rf : il punto di contatto dia èx} ∪ {x} ⊆ [n]

tali insiemi sono a due a due disgiunti:

V (Tx) ∩ V (Ty) = ∅ sex 6= y

e anche ⋃

x∈Rf

V (Tx) = [n].

Si noti che l’insiemeV (Tx) può ridursi al solo elementox.

Fissata dunque una particolare endofunzionef , e costruito il grafo direttoGf ad essa
associato, abbiamo mostrato che il sottografo non orientato indotto dal sottoinsieme di
vertici V (Tx) nel grafo orientatoGf è un albero, per ognix ∈ Rf .
Dimostrazione. (Teorema di Joyal) È facile vedere che il grafo indotto sui vertici di
Rf corrisponde a una biiezione. Infatti prima di tuttof mandaRf in se stesso, visto
che l’immagine di ogni vertice di un ciclo è mappato nel vertice successivo sul ciclo,
e quindi in un elemento diRf . Il fatto che anche il grado entrante è1 significa allora
che la funzione ristretta aRf è invertibile: difatti la controimmagine di ogni vertice
è il suo predecessore sul suo ciclo. In sintesi, dalla discussione precedente sul grafo
di un’endofunzione si vede che, fissata un’endofunzione, resta ad essa associata una
terna(Rf , f |Rf

, {Tx}x∈Rf
), formata da un sottoinsieme di[n], una biiezione su questo
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sottoinsieme (è la restrizione dif a questo sottoinsieme) e una famiglia, indicizzata
dagli elementi del sottoinsieme, di alberi radicati, a due adue disgiunti, i cui vertici
ricoprono[n].

Viceversa data una terna(V, g, {Ty}y∈V ), conV ⊆ [n], g : V → V biiezione diV e
una famiglia di alberi radicati con le proprietà suddette, si può costrire un’endofunzio-
ne (perché?). Abbiamo visto precedentemente che un vertebrato si scompone in modo
del tutto analogo come una terna(C ⊆ [n], <, {Tx}x∈C) ma il secondo elemento della
terna, piuttosto che essere una biiezione su un sottoinsieme di [n], è un ordinamento
lineare. Ricordiamo ora che il numero di ordinamenti lineari di un fissato insiemeA è
|A|! e che tale è anche il numero di biiezioni diA: si ottiene pertanto una corrisponden-
za biunivoca tra terne del tipo sottoinsieme-biiezione-famiglia di alberi corrispondenti
a endofunzioni e terne del tipo sottoinsieme-ordinamento lineare-famiglia di alberi
corrispondenti a vertebrati, ovvero una corrispondenza biunivocaFn → Vn. �

2.4 Coefficienti multinomiali

Richiamiamo la definizione delcoefficiente binomiale. Sian un numero naturale,x e
y due indeterminate. Si consideri la potenzan-sima del binomio(x + y):

(x + y)n = (x + y) · · · (x + y)
︸ ︷︷ ︸

.

n volte

Detta potenza, per la proprietà distributiva del prodotto,si può riscrivere come

(x + y)n =
∑

z1z2 . . . zn (2.5)

dove la somma si estende alle stringhe distinte di lunghezzan con zi ∈ {x, y}. Se
nella stringaz1z2 . . . zn ∈ {x, y}n vi sonoh occorrenze della variabilex e quindi
n − h occorrenze della variabiley, poiché le variabili commutano, possiamo scrivere
z1z2 . . . zn = xhyn−h. Raggruppiamo nella somma (2.5) tutti i monomi del tipoxhyn−h

e indichiamo con
(

n
h

)
il coefficiente di detto monomio (da qui il nome di coefficiente

binomiale!):

(x + y)n =
n∑

h=0

(
n

h

)

xhyn−h. (2.6)

Osservazione 1.Dalla discussione precedente risulta subito che
(

n
h

)
è il numero di

stringhe di lunghezzan su un alfabeto a due simboli conh occorrenze di un simbolo
e n − h occorrenze dell’altro simbolo. Questo fornisce una prima interpretazione
combinatoria del coefficiente binomiale, dalla quale si deduce ad esempio che

(
n

h

)

=

(
n

n − h

)

(2.7)
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Infatti data una qualunque stringaz = z1 . . . zn conh occorrenze dix si associ la strin-
gaz′ ottenuta scambiando lex con ley e viceversa. Questa applicazione è ovviamente
biunivoca e le occorrenze dix e y in z′ sono rispettivamenten − h ed h. (Un altro
modo di dimostrare la (2.7) è osservare che il polinomio(x + y)n è simmetrico nelle
variabili x ey.)
Osservazione 2. In effetti si potrebbe denotare il coefficiente del monomio di tipo
xhyn−h come (

n

h, n − h

)

=

(
n

h

)

.

Se0 ≤ h, k ≤ n sono tali cheh + k = n, la relazione (2.7) si traduce in
(

n

h, k

)

=

(
n

k, h

)

(2.8)

La (2.6) si può anche scrivere come

(x + y)n =

n∑

h,k
h+k=n

(
n

h, k

)

xhyk. (2.9)

Osservazione 3.Ad ogni fissata stringaz1z2 . . . zn ∈ {x, y}n possiamo associare un
sottoinsiemeI ⊆ [n] nel seguente modo: sezi = x allorai ∈ I. In realtà ogni stringa
z1z2 . . . zn determina una bipartizione(I, J) di [n], ovvero due sottoinsiemiI, J tali
cheI ∩ J = ∅ e I ∪ J = [n], dovei ∈ I sezi = x e i ∈ J sezi = y. Inoltre |I|
è pari al numero di occorrenze dix in z1z2 . . . zn, mentre|J | = n − |I| è il numero
di occorrenze diy in z1z2 . . . zn. Poiché le indeterminatex e y commutano, si ha
z1z2 . . . zn = x|I|y|J |. Sostituendo nella (2.5):

(x + y)n =
∑

I,J

bipartizione di[n]

x|I|y|J | =

n∑

h=0

∑

I⊆[n]
|I|=h

xhyn−h (2.10)

e dal confronto di (2.6) con (2.10) si deduce che
(

n
h

)
è il numero di sottoinsiemi di

cardinalitàh in un insieme di cardinalitàn e quindi con le notazioni di (1.1):
(

n

h

)

=

∣
∣
∣
∣

(
[n]

h

)∣
∣
∣
∣
.

Proposizione 2.5Pern naturale e0 ≤ h ≤ n si ha
(

n

h

)

=
n!

h!(n − h)!
(2.11)

Dimostrazione. Utilizziamo la precedente interpretazione combinatoria del binomia-
le, ovvero

(
n
h

)
è pari al numero di sottoinsiemi di cardinalitàh in [n]. Per formare un
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tale insiemeA, abbiamon scelte possibili per il primo elementoa1 , n − 1 scelte tra i
residuin−1 elementi per il secondo elementoa2, etc. fino all’h-simo elementoah che
può essere scelto arbitrariamente inn−(h−1) modi diversi tra i rimanentin−(h−1)
candidati. Si osservi però che in questo modo si sono costruite liste(a1, . . . , ah) di
elementi di[n] lungheh piuttosto che sottoinsiemi, per un totale di

n(n − 1) · · · (n − h + 1) =
n!

(n − h)!
(2.12)

liste diverse. Si noti che ogni riordinamento di(a1, . . . , ah) dà luogo allo stesso sot-
toinsiemeA = {a1, . . . , ah}; poiché vi sono esattamenteh! modi diversi di riordinare
la lista data, occorre dividere la quantità in (2.12) perh!, da cui segue la (2.11). �

Proposizione 2.6I coefficienti binomiali verificano la seguente ricorsione:
(

n

h

)

=

(
n − 1

h − 1

)

+

(
n − 1

h

)

. (2.13)

Dimostrazione.Si può dimostrare questa identità in modo combinatorio. Partizionia-
mo i sottoinsiemi di[n] di cardinalitàh nelle seguenti due famiglie:

S =

{

A ∈

(
[n]

h

)

: n ∈ A

}

S =

{

A ∈

(
[n]

h

)

: n 6∈ A

}

quindi

S ∪ S =

(
[n]

h

)

, S ∩ S = ∅.

Consideriamo l’applicazione

f :

(
[n]

h

)

→

(
[n − 1]

h − 1

)

∪

(
[n − 1]

h

)

definita daf(A) = A\{n} e osserviamo che la restrizione dif aS mandaS in
(
[n−1]
h−1

)

in modo biiettivo, mentref è l’identità (quindi ancora una biiezione) se ristretta aS.
�

Utilizziamo la formula ricorsiva precedente per calcolarei primi valori del
coefficiente binomiale.

n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
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Vediamo un’altra identità soddisfatta dai coefficienti binomiali.

Proposizione 2.7

(n − h)

(
n

h

)

=

(
n

h + 1

)

(h + 1) (2.14)

Dimostrazione.Utilizziamo ancora una volta la tecnica del doppio conteggio. Sia

B =

{

(a, A) : a ∈ A, A ∈

(
[n]

h + 1

)}

la famiglia di tutte le coppie “capo tribù - tribù”, dove le possibili tribù hanno popo-
lazioneh + 1 e sono state formate scegliendone gli appartenenti da un insieme fissato
di n individui. Calcoliamo la cardinalità diB in due modi diversi: un primo modo è
quello di scegliere prima la popolazione della tribù su cui il capo “regnerà”: vi sono
(

n
h

)
modi diversi di farlo; poi si sceglie all’esterno il capo della tribù fra i rimanenti

n − h individui, per un totale di

|B| = (n − h)

(
n

h

)

.

Un secondo modo è di stabilire prima qual è complessivamentela tribù: ci sono
(

n
h+1

)

scelte distinte. A questo punto dobbiamo scegliere all’interno della tribù un suo capo:
possiamo scegliere arbitrariamente tra glih + 1 appartenenti per un totale di

|B| = (h + 1)

(
n

h + 1

)

.

Confrontando le due uguglianze di ottiene la (2.14). �

Proposizione 2.8Per ogni fissato naturalen la successione
(

n

0

)

,

(
n

1

)

, . . . ,

(
n

h

)

, . . . ,

(
n

n − 1

)

,

(
n

n

)

(2.15)

è crescente perh = 0, 1, . . . , ⌊n
2
⌋, decrescente perh = ⌊n

2
⌋, . . . , n − 1, n (ovvero è

unimodale).

Dimostrazione.Essendo tale successione simmetrica per (2.7), è sufficiente dimostra-
re che (

n

h

)

<

(
n

h + 1

)

, h = 0, . . . , ⌊
n

2
⌋ − 1. (2.16)

Ma per la (2.14) si ha
(

n
h

)

(
n

h+1

) =
h + 1

n − h
.
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Ora
h + 1

n − h
< 1 ⇔ h + 1 < n − h ⇔ 2h < n − 1 :

analizzando distintamente i casi in cuin è pari oppure dispari si arriva comunque alla
conclusione cheh < ⌊n

2
⌋. �

Corollario 2.9 (
n

⌊n
2
⌋

)

= max

{(
n

h

)

: h = 0, . . . , n

}

(2.17)

Osservazione.Sen è dispari allora⌊n
2
⌋ 6= ⌈n

2
⌉ = ⌊n

2
⌋ + 1 ma

(
n

⌊n
2
⌋

)
=
(

n
⌈n

2
⌉

)
.

A questo punto introduciamo la definizione dicoefficiente multinomiale, che genera-
lizza quella di coefficiente binomiale. Si consideri la potenzan-sima del polinomio
x1 + x2 + · · ·+ xk, ovexi sono indeterminate:

(x1 + x2 + · · · + xk)
n = (x1 + x2 + · · ·+ xk) . . . (x1 + x2 + · · ·+ xk)

︸ ︷︷ ︸
.

n volte

Espandendo il prodotto deglin fattori, si ha:

(x1 + x2 . . . + xk)
n =

∑

z1 · · · zn (2.18)

dove la somma si estende alle stringhe distintez1 . . . zn di lunghezzan sull’alfabeto
{x1, . . . , xk}. Se nella stringaz1z2 . . . zn ∈ {x1, . . . , xk}

n vi sonor1 occorrenze della
variabilex1, r2 occorrenze della variabilex2, rk occorrenze della variabilexk (e quindi
r1 + r2 + . . . + rk = n), dato che le variabili commutano possiamo scrivere

z1z2 . . . zn = xr1
1 xr2

2 . . . xrk

k .

Raggruppiamo nella somma (2.18) tutti i monomi del tipoxr1
1 xr2

2 · · ·xrk

k : il coefficiente
di detto monomio nell’espansione della potenzan-sima del polinomiox1 + · · ·+xk si
chiama coefficiente multinomiale e viene indicato con

(
n

r1, r2, . . . , rk

)

.

Si ha:

(x1 + x2 · · ·+ xk)
n =

∑

(r1,r2,...,rk):ri≥0
r1+r2+...+rk=n

(
n

r1, r2, . . . , rk

)

xr1
1 xr2

2 · · ·xrk

k . (2.19)

Analogamente al coefficiente binomiale, si ha quindi che il numero naturale
(

n
r1,r2,...,rk

)

conta il numero di stringhek-arie di lunghezzan (in questo caso, gli elementi di
{x1, . . . , xk}

n) che hannori occorrenza del simboloxi, i = 1, . . . , k.
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Osservazione 4.Unak-partizione ordinata di [n] è una successione(A1, A2, . . . Ak)
di sottoinsiemiAi ⊆ [n] tali che

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j,

A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Ak = [n].

Diremo che unak-partizione di[n] è di tipo(r1, r2, . . . , rk) se|Ai| = ri per ogni indice
i. Inoltre è facile vedere che c’è una corrispondenza biunivoca tra stringhe

z = z1z2 . . . zn ∈ {x1, . . . , xk}
n

con ri occorrenze della variabilexi e k-partizioni di [n] di tipo (r1, r2, . . . , rk). In
questa corrispondenza:

z = z1z2 . . . zn 7→ (A1, A2, . . . , Ak) (2.20)

dove poniamo
Ah = {j : j ∈ [n], zj = xh}.

Illustriamo questa biiezione con un esempio, dove per semplicità si sostituisce
l’alfabeto{1, . . . , k} all’alfabeto{x1, . . . , xk}. Sian = 10, k = 4,

z = 2241241114.

Con le notazioni precedenti si ha(r1, r2, r3, r4) = (4, 3, 0, 3). La partizione di
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} in quattro sottoinsiemi è(A1, A2, A3, A4) con

A1 = {4, 7, 8, 9}; A2 = {1, 2, 5}; A3 = ∅; A4 = {3, 6, 10}.

Si può pertanto dare una seconda interpretazione combinatoria del coefficiente multi-
nomiale:

(
n

r1,r2,...,rk

)
conta il numero di partizioni di[n] in k sottoinsiemi (ordinati) di

cardinalità rispettivari.
Inoltre, fissata una funzionef : [n] → [k], le k controimmagini

f−1(1), f−1(2), . . . , f−1(k)

formano una partizione dell’insieme[n]. Viceversa, ognik-partizione ordinata di[n]

(A1, A2, . . . , Ak)

induce una funzioneg : [n] → [k] definita dag(h) = i se e solo seh ∈ Ai. Ne segue
che il coefficiente multinomiale

(
n

r1,r2,...,rk

)
è il numero di funzioni da un insieme a

n elementi in un insieme ak elementi le cui fibref−1(j) abbiano cardinalitàrj, per
j = 1, . . . , k.
Osservazione 5.Poiché il ruolo delle variabili nel polinomio (2.18) è simmetrico, si
ha: (

n

r1, r2, . . . , rk

)

=

(
n

ri1 , ri2, . . . , rik

)

(2.21)
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dovei1, i2, . . . , ik è una qualunque permutazione degli indici degli indici{1, . . . , k}.
Vediamo ora che anche i coefficienti multinomiali soddisfano una relazione di

ricorrenza.

(x1 + x2 + · · ·+ xk)
n

= (x1 + x2 + · · ·+ xk)
n−1(x1 + x2 + · · · + xk)

=






∑

(s1,s2,...,sk)
s1+s2+...+sk=n−1

(
n − 1

s1, s2, . . . , sk

)

xs1
1 xs2

2 . . . xsk

k




 (x1 + x2 + · · ·+ xk)

=

k∑

j=1






∑

(s1,s2,...,sk)
s1+s2+...+sk=n−1

(
n − 1

s1, s2, . . . , sk

)

xs1
1 . . . x

sj+1
j . . . xsk

k






=
∑

(s1,s2,...,sk)
s1+s2+...+sk=n−1

k∑

j=1

(
n − 1

s1, . . . , sj, . . . , sk

)

xs1
1 . . . x

sj+1
j . . . xsk

k

=
∑

(r1,r2,...,rk)
r1+r2+...+rk=n

k∑

j=1

(
n − 1

r1, . . . , rj − 1, . . . , rk

)

xr1
1 . . . x

rj

j . . . xrk

k , (2.22)

dove per comodità sono stati cambiati gli indici di sommatoria ponendori = si se
i 6= j ed rj = sj + 1. Confrontando nella (2.19) e nella (2.22) il coefficiente del
monomioxr1

1 . . . x
rj

j . . . xrk

k si ottiene la ricorrenza:

(
n

r1, r2, . . . , rk

)

=

k∑

j=1

(
n − 1

r1, . . . , rj − 1, . . . , rk

)

. (2.23)

Con molto meno sudore algebrico, il lettore può divertirsi adimostrare la precedente
ricorrenza utilizzando una delle interpretazioni combinatorie del multinomiale.

Proposizione 2.10Dato un naturalen e k interi ri ≥ 0 tali cher1 + . . . + rk = n si
ha: (

n

r1, . . . , rk

)

=
n!

r1! . . . rk!
. (2.24)

Dimostrazione. Vogliamo contare quante sono le funzioni di[n] in [k] tali che
|f−1(j)| = rj, per j = 1, . . . , k. Possiamo scegliere la controimmaginef−1(1) in
(

n
r1

)
modi diversi. Restanon − r1 elementi, da cui estrarre arbitrariamente un sottoin-

sieme di cardinalitàr2 per formaref−1(2), cosa ciò che possiamo fare in
(

n−r1

r2

)
modi
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diversi etc. In totale il numero di possibilità è:
(

n

r1, . . . , rk

)

=

(
n

r1

)(
n − r1

r2

)

· · ·

(
n − (r1 + · · · + rk−1)

rk

)

=
n!

r1!(n − r1)!
·

(n − r1)!

r2![n − (r1 + r2)]!
· · ·

[n − (r1 + · · ·+ rk−1)]!

rk![n − (r1 + r2 + · · · + rk)]!

e cancellando i fattori ripetuti a numeratore e denominatore si arriva alla (2.24). �

2.5 Dimostrazione ricorsiva della formula di Cayley

Ci prefiggiamo di calcolare (ancora una volta...!) il numeroT (n) degli alberi di co-
pertura diKn. Raffiniamo la nostra ricerca: siat(n; d1, . . . , dn) il numero di albe-
ri di copertura diKn i cui vertici, enumerati come{v1, v2, . . . , vn}, hanno gradi
rispettivamented1, . . . dn. Dato che un albero è connesso, deve essere

di ≥ 1, i = 1, . . . , n.

Si ha perciò chet(n; d1, . . . , dn) = 0 se almeno uno dei parametridi è nullo. Osser-
viamo anche che, pern ≥ 3, tutti i vertici di grado1 sono adiacenti a vertici di grado
almeno2, altrimenti il grafo non sarebbe connesso. Inoltre per il Teorema 1.9 e per la
relazione (1.2) tra gradi e numero di archi in un grafo si ha

d1 + d2 + . . . + dn = 2(n − 1) = 2n − 2. (2.25)

Vale quindi
T (n) =

∑

(d1,...dn):di≥1
P

i di=2n−2

t(n; d1, . . . , dn). (2.26)

Si deve notare che la successione dei gradi in un albero etichettato (in generale, in
un grafo qualunque), non determina il grafo stesso. Si confrontino ad esempio i
due alberi su9 vertici nella figura seguente, che hanno la stessa successione di gradi
(1, 1, 1, 3, 3, 3, 1, 2, 1).

7 8 9

4 5 6

1 2 3

7 8 9

4 5 6

1 2 3

Calcoliamo ora i primi valori dei coefficientit(n; d1, . . . , dn). Sen = 2, l’unica
possibilità per la successione dei gradi è(1, 1), e t(2; 1, 1) = 1. Si ha
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v1 v2

Pern = 3, una possibile successione di gradi è(2, 1, 1). In questo caso, se2 è il grado
del verticev1 in un alberoT , necessariamente la famiglia

{{v1, v2}, {v1, v3}}

esaurisce gli archi diT , quindi

t(3; 2, 1, 1) = 1 :

v1

v2 v3

Senza perdita di generalità possiamo assumere in quanto segue chedi ≥ di+1. In
tal modo saràdn = 1, perché un albero ha almeno un vertice di grado1 (in realtà, ne ha
almeno2, ma qui non serve saperlo!). In effetti, a meno di fare una nuova etichettatura
dei vertici, è evidente che:

Proposizione 2.11Per ogni riordinamentoi1, i2, . . . , in degli indici si ha:

t(n; d1, . . . , dn) = t(n; di1, . . . , din).

Vogliamo dimostrare una relazione di ricorrenza per i numeri in questione.

Proposizione 2.12Sianon, d1, . . . , dn interi tali chedi ≥ 1, di ≥ di+1 e
∑

i

di = 2n − 2.

Allora

t(n; d1, . . . , dn) =

n−1∑

i=1

t(n − 1; d1, . . . , di − 1, . . . , dn−1). (2.27)

Dimostrazione. Sia T (n; d1, . . . , dn) la famiglia degli alberi etichettati sui vertici
{v1, . . . , vn} con successione di gradi(d1, . . . , dn), quindi

t(n; d1, . . . , dn) = |T (n; d1, . . . , dn)|;

siaT un suo elemento. Il verticevn ha gradodn = 1, come osservato precedentemente.
Consideriamo l’alberoT ′ che si ottiene daT cancellando il verticevn e l’arco (unico!)
ad esso adiacente, sia esso{vn, vi} (per quanto osservato all’inizio del paragrafo, sarà
di ≥ 2): T ′ è un albero etichettato suglin − 1 vertici {v1, . . . , vn−1} con successione
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di gradi (d1, . . . , di − 1, . . . , dn−1). Viceversa, ogni alberoT ∈ T (n; d1, . . . , dn) si
può ottenere a partire da un alberoT ′ sui vertici{v1, . . . , vn−1}, aggiungendo il nuo-
vo verticevn, fissando arbitrariamente un qualunque verticevi ∈ {v1, . . . , vn−1} con
dT ′(vi) = di − 1 e aggiungendo l’arco{vn, vi}. �

vn

T

vi

T ′

Osservazione.Per la Proposizione 2.11, la ricorsione (2.27) vale anche sedi 6≥ di+1.

Mettiamo ora insieme i vari pezzi del puzzle per capire il quadro finale.
Dimostrazione. (Teorema di Cayley) Affermiamo che

t(n; d1, . . . , dn) =

(
n − 2

d1 − 1, . . . , dn − 1

)

. (2.28)

Anzitutto, sedi ≥ 1 per ognii = 1, . . . , n e se vale

∑

i

di = 2n − 2

alloradi − 1 ≥ 0 per ognii = 1, . . . , n e si ha

∑

i

(di − 1) =
∑

i

di −
∑

i

1 = 2n − 2 − n = n − 2,

quindi il multinomiale al membro destro è ben definito. Ora ledue sequenze di numeri
in (2.28) coincidono nei termini iniziali: infatti abbiamogià calcolato in (2.5) che per
n = 3 valet(3; 2, 1, 1) = 1. Inoltre, usando la formula (2.24) si ha che

(
3 − 2

2 − 1, 1 − 1, 1 − 1

)

=

(
1

1, 0, 0

)

=
1!

1! · 0! · 0!
= 1.

D’altro canto le due sequenze soddisfano la stessa relazione ricorsiva, come si vede
confrontando la (2.27) e la (2.23). Per induzione quindi segue la (2.28).
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Infine, la (2.19) è un’equazione polinomiale, vera per ogni valore delle indetermi-
nate e per ogni valore naturale din ek. In particolare, sostituendovin − 2 al posto di
n, n al posto dik e ponendoxi = 1 per ognii si può scrivere:

nn−2 =
∑

(r1,...,rn)
P

i ri=n−2

(
n − 2

r1, . . . , rn

)

per (2.28) =
∑

(r1,...,rn)
P

i ri=n−2

t(n; r1 + 1, . . . , rn + 1)

per (2.26) = T (n).

�

Osservazione.Riprendiamo per un momento il codice di Prüfer: se analizziamo la
carriera di un vertice qualsiasi nella sequenzaa1, . . . , an−2 di codifica di un alberoT
di vertici [n] e gradi(d1, . . . , dn) ci accorgiamo che, ogni volta che il verticex ∈ V (T )
condT (x) ≥ 2 perde un arco nella potatura, esso appare nella sequenza, finché non
diventa di grado 1: in totale quindi esso apparedT (x) − 1 volte. Con questo ragio-
namento dovrebbe essere chiaro chet(n, d1, . . . dn) è pari al numero delle stringhe in
[n]n−2 in cui la letterai comparedi − 1 volte: ora sappiamo che questo numero è il
coefficiente multinomiale

(
n − 2

d1 − 1, d2 − 1, . . . , dn − 1

)

.

2.6 Ordinamenti e permutazioni

Chiamiamopermutazione dell’insieme [n] ogni biiezionef : [n] → [n]. Ricor-
diamo che vi sonon! biiezioni di [n] in sé. Spesso è comodo indicare la biiezione
tramite una matrice bidimensionale, sulla cui seconda rigasi leggono le immagini dei
corrispondenti elementi della prima riga.
Esempio 1.Sia

f =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 3 6 2 4 1

)

,

ovverof(1) = 7, f(2) = 5 etc. Il corrispondente grafo direttoGf è

1

7

2

5

3

4

6

Esempio 2.Sia

f =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 5 7 6 3 1

)

.
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Il corrispondente grafo direttoGf è

2

4

7

1

5 6

3

Nei grafi diretti unciclo diretto è un sottografo connesso in cui ogni vertice ha
grado uscente e grado entrante pari ad1. Si nota dagli esempi che il grafo diretto
corrispondente alle due permutazioni è unione disgiunta dicicli diretti. Questa non è
una coincidenza, come vedremo infatti nella seguente:

Proposizione 2.13Il grafo diretto Gf corrispondente a una permutazione ha la
proprietà che ogni vertice del grafo appartiene ad un unico ciclo di Gf .

Dimostrazione. Ricordiamo le definizioni (2.3) e (2.4). In questo caso, datochef è
biiettiva, si deve avered+

G(x) = d−
G(x) = 1: se esistesse un verticex appartenente a

più cicli, si avrebbed+
G(x) ≥ 2 oppured−

G(x) ≥ 2. �

I punti fissi di una permutazione sono gli elementia ∈ [n] tali chef(a) = a. Nel grafo
della permutazione, l’arco(a, a) corrispondente ad un punto fissoa è uncappio sul
verticea. La permutazione identica sun elementi, denotata qui daidn, ha solo punti
fissi,

idn =

(
1 2 . . . i . . . n
1 2 . . . i . . . n

)

,

e il suo grafoGidn
ha solo cappi:

1 2 . . . i . . . n

Date due permutazioni sun elementi f e g si può definire il loro prodotto
funzionale, lacomposizionef ⋆ g : [n] → [n] delle due permutazioni, come:

(f ⋆ g)(i) = g(f(i)).

Si noti l’ordine con cui componiamo le permutazioni: si applica prima la funzionef ,
poi la funzioneg all’immagine secondof . Ad esempio per

f =

(
1 2 3 4 5 6 7
7 5 3 6 2 4 1

)

,

g =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 4 5 7 6 3 1

)

,



2.6. ORDINAMENTI E PERMUTAZIONI 37

si ottiene(f ⋆ g)(1) = g(f(1)) = g(7) = 1, (f ⋆ g)(2) = g(f(2)) = g(5) = 6 etc.
quindi

f ⋆ g =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 6 5 3 4 7 2

)

.

Attenzione! Il prodotto di composizione di permutazioni non è commutativo. Sef eg
sono come sopra, si ha

g ⋆ f =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 6 2 1 4 3 7

)

.

Denotiamo anche, come di consueto,fk := f ⋆ f ⋆ . . . ⋆ f , k volte.
Uno scambio (o trasposizione) suV è una permutazionef per cui esistono due

elementi distintia, b ∈ [n] con f(a) = b, f(b) = a e f(x) = x sex 6∈ {a, b}. Il
grafo corrispondente si compone di un solo ciclo su due elementi e di cappi sugli altri
vertici. Ad esempio, per

f =

(
1 2 3 4 5 6 7
1 5 3 4 2 6 7

)

,

si ha

2

5

1 3 4 6 7 Gf

Sia C(f) l’insieme dei cicli di lunghezza almeno2 del grafoGf di una fissata
permutazionef (si escludono quindi i cappi). Per ogniC ∈ C(f) denotiamo confC la
biiezione di[n] indotta dal cicloC, ovvero

fC(a) =

{
f(a) sea ∈ C,
a altrimenti.

Poiché abbiamo escluso i cappi, sea è un vertice del cicloC allora f(a) 6= a. La
permutazionefC è la restrizione dif al sottoinsieme dei vertici del ciclo. Se per una
permutazionef l’insiemeC(f) consiste di un solo cicloC, alloraf coincide confC .
In particolaref può essere descritta dalla sequenza delle immagini successive di un
fissato verticea del ciclo C: (a, fC(a), f 2

C(a) . . . , f t
C(a)), ove t è il minimo intero

positivo tale chef t+1
C (a) = a. Questo tipo di permutazioni è chiamatopermutazione

ciclica. Viceversa, fissata una lista(a1, a2, . . . , at) di interi positivi distinti, si può
definire per ognin ≥ max{ai : 1 ≤ i ≤ t} una permutazionef : [n] → [n] tramite:

f(j) := j sej ∈ [n] \ {a1, . . . , at}
f(ai) := ai+1, i = 1, . . . , t − 1
f(at) := a1.

Tale permutazione è ciclica. Uno scambio è dunque una permutazione ciclica che
muove due elementi.
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Si noti che il prodotto di permutazioni cicliche(a1, . . . , as) e (b1, . . . , bt) è commuta-
tivo se{a1, . . . , as} ∩ {b1, . . . , bt} = ∅. Ad esempio:

(f(1,2,3) ⋆ f(1,2))(1) = f(1,2)(f(1,2,3)(1)) = f(1,2)(2) = 1

mentre
(f(1,2) ⋆ f(1,2,3))(1) = f(1,2,3)(f(1,2)(1)) = f(1,2,3)(2) = 3.

Si ha
(1, 2, 3) ⋆ (1, 2) = (2, 3) 6= (1, 3) = (1, 2) ⋆ (1, 2, 3).

Ancora: sef è la permutazione ciclica(1, 2, 3), allora

(1, 2, 3)2 = (1, 3, 2),

(1, 2, 3)3 = id,

(1, 2, 3, 4)2 = (1, 3) ⋆ (2, 4).

Per comodità indicheremo il prodotto di due (o più) permutazioni cicliche come
(a1, . . . , as)(b1, . . . , bt) piuttosto che(a1, . . . , as) ⋆ (b1, . . . , bt).

Proposizione 2.14Ogni permutazione è il prodotto di scambi.

Dimostrazione. Ogni permutazione è rappresentabile come prodotto di permutazioni
cicliche: basta allora dimostrare che ogni permutazione ciclica è uguale al prodotto di
scambi. Ma questo è subito verificato poiché

(a1, a2, . . . , ak) = (a1, a2)(a1, a3) . . . (a1, ak).

Osservazione. La decomposizione di un ciclo in prodotto di scambi non è unica.
Ad esempio, si verifichi che(1, 3, 2, 4) = (1, 3)(1, 2)(1, 4) = (2, 3)(1, 4)(4, 3) =
(1, 3)(2, 3)(1, 2)(1, 4)(4, 3).

Un’inversione per una permutazioneπ : [n] → [n] è una coppia non ordinata
{i, j} ⊆ [n] tale che

(i − j)(π(i) − π(j)) < 0.

In modo ovviamente equivalente, ogni coppia ordinata(i, j) con i, j ∈ [n], i < j tale
cheπ(i) > π(j) dà luogo a un’inversione. Chiamiamoparità di una permutazione
π : [n] → [n] la parità del numero di inversioni diπ, e la denotiamo conpar(π), cioè
par(π) ∈ {0, 1} e par(π) ≡ |{(i, j) : i < j, π(i) > π(j), 1 ≤ i, j ≤ n}| (mod 2).
Diremo quindi che una permutazioneπ è pari separ(π) ≡ 0 (mod 2), dispari se
par(π) ≡ 1 (mod 2). Ad esempio se

π =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 5 6 2 7 4 1

)

,

l’insieme delle sue inversioni è

{(1, 4), (1, 7), (2, 4), (2, 6), (2, 7), (3, 4), (3, 6), (3, 7), (4, 7), (5, 6), (5, 7), (6, 7)},
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quindi poiché12 ≡ 0 (mod 2), si hapar(π) = 0 cioèπ è pari. Si noti che l’identità

idn =

(
1 2 . . . n − 1 n
1 2 . . . n − 1 n

)

ha0 inversioni, quindi è pari. La permutazione col massimo numero di inversioni è

ρ =

(
1 2 . . . n − 1 n
n n − 1 . . . 2 1

)

:

infatti è chiaro che ogni coppia(i, j) con i < j forma un’inversione: il numero di
inversioni diρ è allora

(
n
2

)
.

In generale calcolare la parità di una permutazione enumerando tutte le inver-
sioni potrebbe essere piuttosto lungo! Vediamo allora comepoter calcolare la pa-
rità direttamente dalle lunghezze dei cicli che appaiono nella scrittura in cicli della
permutazione.

Teorema 2.15Siaπ una permutazione eda 6= b: allora la permutazioneπ ⋆ (a, b) ha
parità diversa da quella diπ.

Dimostrazione. L’enunciato equivale a dimostrare che la differenza tra il numero di
inversioni diπ e diπ ⋆ (a, b) è dispari. Poiché(a, b) = (b, a), si può sempre supporre
cheπ−1(a) < π−1(b) e quindi si può scrivere la permutazioneπ come

π =

(
1 . . . π−1(a) . . . π−1(b) . . . n

π(1) . . . a . . . b . . . π(n)

)

.

Se moltiplichiamoπ per lo scambio(a, b) si ha evidentemente

π̂ := π ⋆ (a, b) =

(
1 . . . π−1(a) . . . π−1(b) . . . n

π(1) . . . b . . . a . . . π(n)

)

.

Può essere comodo pensare a un’inversione diπ come a una coppia di colonne
{(

i

π(i)

)

,

(
j

π(j)

)}

per le quali valga la condizione suddetta

(i − j)(π(i) − π(j)) < 0.

SiaI l’intervallo della matrice2 × n di π che ha come estremi le colonne
(

π−1(a)

a

)

e

(
π−1(b)

b

)

.
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Se indichiamo cont il numero di inversioni diπ in cui non figura nessuna delle colonne

al bordo

(
π−1(a)

a

)

oppure

(
π−1(b)

b

)

, allorat è anche il numero di inversioni diπ ⋆

(a, b) in cui non figura nessuna delle colonne al bordo

(
π−1(a)

b

)

o

(
π−1(b)

a

)

. Se
(

π−1(i)

i

)

è una colonna esterna all’intervalloI, essa è in inversione con

(
π−1(a)

a

)

se e solo se lo è con

(
π−1(b)

a

)

=

(
π̂−1(a)

a

)

, poiché(π−1(i) − π−1(a)) ha lo stesso

segno di(π−1(i)−π−1(b)) e quindi(π−1(i)−π−1(a))(i−a) e(π−1(i)−π−1(b))(i−a)

hanno lo stesso segno. Lo stesso vale per le inversioni con

(
π−1(b)

b

)

.

Sia s il numero delle inversioni diπ che coinvolgono una colonna esterna adI

e una al bordo diI (cioè una delle due

(
π−1(a)

a

)

e

(
π−1(b)

b

)

). Per quanto detto,

s è anche il numero delle inversioni diπ̂ che coinvolgono una colonna fuori diI, e
(

π−1(a)

a

)

oppure

(
π−1(b)

b

)

.

Dimostreremo ora che se consideriamo tutte le coppie di colonne interne all’inter-
vallo I e una delle quali sia al bordo diI, tranne la coppia perπ

{(
π−1(a)

a

)

,

(
π−1(b)

b

)}

,

ovvero perπ ⋆ (a, b) la coppia
{(

π−1(a)

b

)

,

(
π−1(b)

a

)}

,

un numero pari di queste cambia situazione nel passaggio daπ a π ⋆ (a, b). Classifi-
chiamo a tal fine le colonne interne adI, relativamente alla permutazioneπ, tramite i
seguenti insiemi:

• R(a): colonne che sono in inversione con

(
π−1(a)

a

)

ma non con

(
π−1(b)

b

)

;

• R(b): colonne che sono in inversione con

(
π−1(b)

b

)

ma non con

(
π−1(a)

a

)

;

• R(a, b): colonne che sono in inversione sia con

(
π−1(a)

a

)

che con

(
π−1(b)

b

)

;

• N(a, b): colonne che non sono in inversione né con

(
π−1(a)

a

)

né con
(

π−1(b)

b

)

.
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Analogamente per la permutazioneπ̂ indichiamo conR̂(a) l’insieme delle colonne

interne adI che sono in inversione con

(
π̂−1(a)

a

)

ma non con

(
π̂−1(b)

b

)

etc. Sia

inoltre

χ(a, b) =







1 se

{(
π−1(a)

a

)

,

(
π−1(b)

b

)}

è un’inversione perπ

0 altrimenti

Chiaramente se (
π−1(a)

a

)

e

(
π−1(b)

b

)

sono in inversione perπ, allora le colonne
(

π−1(a)

b

)

e

(
π−1(b)

a

)

non lo sono perπ ⋆ (a, b) e viceversa. Inoltre
(

π−1(i)

i

)

∈ R(a) ⇔

(
π−1(i)

i

)

∈ R̂(b), (2.29)
(

π−1(i)

i

)

∈ R(b) ⇔

(
π−1(i)

i

)

∈ R̂(a), (2.30)
(

π−1(i)

i

)

∈ R(a, b) ⇔

(
π−1(i)

i

)

∈ N̂(a, b),

(
π−1(i)

i

)

∈ N(a, b) ⇔

(
π−1(i)

i

)

∈ R̂(a, b). (2.31)

Quindi se calcoliamo le inversioni diπ e π̂ rispettivamente, si ha:

inv(π) = t + s + |R(a)| + |R(b)| + 2|R(a, b)| + χ(a, b),

inv(π̂) = t + s + |R̂(a)| + |R̂(b)| + 2|R̂(a, b)| + (1 − χ(a, b)),

per cui da (2.29), (2.30) e (2.31) si ottiene:

inv(π̂) = t + s + |R(b)| + |R(a)| + 2|N(a, b)| + (1 − χ(a, b))

da cui, per differenza:

inv(π̂) − inv(π) = 2(|N(a, b)| − |R(a, b)| − χ(a, b)) + 1

ovvero, un numero dispari. �

Corollario 2.16 Se la permutazioneπ è rappresentata dal prodotto dir scambiπ =
(a1, b1) . . . (ar, br) allora par(π) ≡ r (mod 2).
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Dimostrazione. Si applichi l’induzione sur, tenuto conto che l’identità è pari e che
π = id(a1, b1) . . . (ar, br). �

Proposizione 2.17Seπ = π1 · π2 allora par(π) ≡ par(π1) + par(π2) (mod 2).

Dimostrazione.Esprimiamo le due permutazioniπ1 eπ2 come prodotto di scambi: se
π1 = (c1, d1) . . . (ct, dt) eπ2 = (e1, g1) . . . (es, gs) allora

π = (c1, d1) . . . (ct, dt)(e1, g1) . . . (es, gs)

è una rappresentazione diπ come prodotto dit + s scambi; quindi ricordando che la
classe di congruenza (modulo un intero) della somma di due numeri è la somma delle
classi di congruenza dei due interi, segue

par(π) ≡ t + s ≡ par(π1) + par(π2) (mod 2).

�

Consideriamo adesso una permutazione qualunqueπ e siaC =
⋃t

i=1 Ci la sua
decomposizione ciclica (attenzione! qui si prendono anchei cicli di lunghezza1):
vogliamo esprimere la sua parità in funzione della decomposizione. La parità di un
ciclo Ci è (|Ci| − 1) (mod 2). Da questo e dalla Proposizione 2.17 si deduce che la
parità diπ è

par(π) ≡
t∑

i=1

(|Ci| − 1) ≡

(
t∑

i=1

|Ci|

)

− t ≡ (n − t) (mod 2).



Capitolo 3

Colorazione di grafi

3.1 Alcune definizioni

Unacolorazionedi un grafo sempliceG è una funzionef : V (G) → C dai vertici del
grafo in un insieme astrattoC, tale che due vertici adiacenti non abbiano mai lo stesso
valore: se{a, b} ∈ E(G) alloraf(a) 6= f(b). Si usa chiamare colori gli elementi di
f(V (G)).

Il numero cromatico di un grafoG, denotato conχ(G), è la minima cardinalità
possibile di un insieme di colori utilizzati in una colorazione:

χ(G) = min{|f(V (G))| : f colorazione diG}.

Proposizione 3.1SeF ⊆ G è un sottografo diG allora

χ(F ) ≤ χ(G). (3.1)

Dimostrazione. La restrizione ai vertici diF di ogni colorazione diG induce una
colorazione diF , ciò che vale in particolare per una colorazioneh conχ(G) colori;
alloraχ(F ) ≤ |h(V (F ))| ≤ |h(V (G))| = χ(G). �

Diciamo che unaclique in un grafoG è un qualunque sottoinsiemeK ⊆ V (G)
tale che per ognix, y ∈ K, x 6= y si ha{x, y} ∈ E(G), ovvero il sottografoG[K]
indotto daK in G è completo (cioèE(G) ⊇

(
K
2

)
). Il numero di clique di un grafoG,

denotato qui conω(G), è la massima cardinalità possibile per una clique diG :

ω(G) = max

{

|K| : K ⊆ V (G),

(
K

2

)

⊆ E(G)

}

.

Osservazione.Il numero cromatico del grafo completo sun vertici Kn èχ(Kn) = n.
Da questo e dalla Proposizione 3.1 segue che

ω(G) ≤ χ(G).

43
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Il grafo complementaredi un dato grafoG = (V (G), E(G)) è il grafo Ḡ =
(
V (Ḡ), E(Ḡ)

)
conV (Ḡ) = V (G) e

E(Ḡ) =

(
V (G)

2

)

\ E(G).

Si noti che gli archi diG e Ḡ forniscono una bipartizione di
(

V (G)
2

)
.

Uno stabile (o coclique) in un grafoG è un sottoinsiemeS ⊆ V (G) di vertici tale
che per ogni coppia di suoi elementix 6= y sia{x, y} 6∈ E(G), cioè tale che il sotto-
grafo indottoG[S] abbia tutti i suoi vertici isolati. Il concetto di stabile è quindi duale
a quello di clique: una clique in un grafoG è uno stabile nel grafo complementareG
e viceversa. Ilnumero di stabilità di un grafoG, denotato conα(G) è la massima
cardinalità possibile per uno stabile diG. Quindi vale:

α(G) = ω(Ḡ). (3.2)

Sia f : V (G) → C una colorazione. Allora chiaramente il sottoinsieme
monocromatico di vertici

f−1(c) = {x ∈ V (G) : f(x) = c}

è uno stabile, per ogni colorec ∈ C. Viceversa, seS ⊆ V (G) è uno stabile diG, S
può essere colorato con un unico colore.

3.2 Grafi bipartiti

Un grafoG si dicebipartito se esiste una partizione dei suoi verticiV (G) = V1 ∪ V2

in due sottoinsiemi disgiunti tale che

{x, y} ∈ E(G) ⇒ x ∈ V1, y ∈ V2 oppurex ∈ V2, y ∈ V1,

ovvero tra due vertici dello stesso sottoinsiemeVi non vi sono archi, peri = 1, 2
(quindiV1 e V2 sono stabili). Questo concetto si estende in modo naturale aquello di
grafon-partito. Vediamo ora qualche esempio. Un cicloC su un numero pari di vertici
è bipartito: infatti seV (C) = {v1, v2, . . . , v2k} e

E(C) = {{vi, vi+1} : i = 1, . . . , 2k − 1} ∪ {v2k, v1}

allora V1 = {vh : h è dispari} e V2 = {vh : h è pari} danno una bipartizione dei
vertici con le proprietà richieste. In figura vediamo un ciclo su8 vertici in cui i vertici
cerchiati sono “bianchi”, gli altri sono “neri”.

b

b

b

b

b

b

b

b

C8
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Un altro esempio è il grafo bipartito completo sun+m vertici denotato conKn,m dove
n, m sono interi positivi: siaV1 un qualsiasi insieme conn elementi,V2 un insieme
disgiunto daV1 conm elementi, alloraV (Kn,m) = V1 ∪ V2 e

E(Kn.m) = {{v1, v2} : v1 ∈ V1, v2 ∈ V2} .

K4,3

Osservazione.Abbiamo visto che sef è una colorazione di un grafoG allora le con-
troimmagini dei colori definiscono una partizione diV (G) in stabili. Quindi possiamo
dire cheG è bipartito se e solo seχ(G) ≤ 2.

Un ultimo esempio. Chiamiamoipercubo di dimensionen il grafo Hn i cui vertici
sono i sottoinsiemi di un insieme adn elementi, i.e.V (Hn) = 2[n] e due sottoinsiemi
sono adiacenti se differiscono per un elemento:

{A, B} ∈ E(Hn) ⇔ A ⊆ B e |B \ A| = 1 oppure B ⊆ A e |A \ B| = 1.

Può essere comodo identificare, come già visto, i sottoinsiemi di [n] con le stringhe
binarie di lunghezzan dei rispettivi vettori caratteristici (è questione di “gusti”!). Così

V (Hn) = {0, 1}n,

E(Hn) =

{

{x, y} : x, y ∈ {0, 1}n,

n∑

i=1

|xi − yi| = 1

}

.

H1

0 1

H2

00 10

01 11

H3

000 100

010 110

001 101

011 111

Proposizione 3.2
χ(Hn) = 2. (3.3)



46 CAPITOLO 3. COLORAZIONE DI GRAFI

Dimostrazione.Consideriamo la seguente partizione diV (Hn):

P =

{

x ∈ V (Hn) :
n∑

i=1

xi ≡ 0 (mod 2)

}

,

D =

{

x ∈ V (Hn) :

n∑

i=1

xi ≡ 1 (mod 2)

}

,

nelle stringhe con un numero pari o con un numero dispari di bit uguali ad1. Per come
è definito l’insieme degli archi, è immediato verificare cheP e D sono due stabili di
Hn, perciòχ(Hn) = 2. �

Vediamo ora la seguente caratterizzazione di un grafo bipartito.

Proposizione 3.3Per un grafoG = (V (G), E(G)) le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

1. G è bipartito;

2. G non contiene cicli di lunghezza dispari:

Dimostrazione.È sufficiente dimostrare la proposizione per grafi connessi (perché?).

(1. ⇒ 2.) SiaC = (V (C), E(C)) conV (C) = {v1, v2, . . . , v2k+1} e

E(C) = {{vi, vi+1} : i = 1, . . . , 2k} ∪ {v2k+1, v1}

un ciclo di lunghezza dispari diG. Supponiamo chev1 ∈ V1: allora necessariamente si
deve averevj ∈ V1 sej è dispari mentrevj ∈ V2 sej è pari: dunque l’arco{v2k+1, v1}
avrebbe entrambi gli estremi inV1, assurdo.

(2. ⇒ 1.) SiaT un albero di copertura diG e fissiamo un qualunque verticev0 ∈
V (G); si definisca

V1 = {x ∈ V : dT (x, v0) ≡ 1 (mod 2)}

l’insieme dei vertici a distanza dispari (inT ) dav0,

V2 = {x ∈ V : dT (x, v0) ≡ 0 (mod 2)}

l’insieme dei vertici a distanza pari dav0. Siaf : V (G) → {0, 1} tale chef(x) = 1
sex ∈ V1, f(x) = 0 sex ∈ V2. Tale f è una colorazione propria diT ; vediamo
inoltre chef è una colorazione anche rispetto aG: seE(T ) = E(G), non c’è nulla da
dimostrare, altrimenti siae = {x, y} ∈ E(G) \ E(T ). Supponiamo per assurdo che
entrambi i vertici abbiano lo stesso colorei = 0: allora il camminoc in T dav0 a x
e il camminoc′ in T da y a v0 sono entrambi entrambi di lunghezza pari, e l’arcoe
chiuderebbe un ciclo diG di lunghezza dispari (analogamente, sei = 1). �
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3.3 Numero cromatico, numero di stabilità, grado

Vediamo che relazione esiste tra numero cromatico e numero di stabilità.

Proposizione 3.4|V (G)| ≤ χ(G) · α(G)

Dimostrazione. Consideriamo una colorazione minimalef : V (G) → C, cioè tale
che|C| = χ(G). In particolare,f è suriettiva. Per comodità possiamo identificareC
con l’insieme{1, 2, . . . , χ(G)}. Raggruppiamo i vertici per colore:

V (G) =

χ(G)
⋃

i=1

f−1(i).

Avendo già osservato che ogni sottoinsieme monocromatico di colori è uno stabile e
poiché|S| ≤ α(G) per ogni stabileS di G, si ha:

|V (G)| =

χ(G)
∑

i=1

|f−1(i)| ≤

χ(G)
∑

i=1

α(G) = χ(G) · α(G).�

Proposizione 3.5SianoV1, V2 una partizione dei verticiV (G) di G. Indichiamo con
Gi il sottografo indotto inG daVi, per i = 1, 2. Allora

χ(G) ≤ χ(G1) + χ(G2). (3.4)

Dimostrazione. Sianof1 : V1 → C1 e f2 : V2 → C2 due colorazioni ottimali, cioè
|Ci| = χ(Gi), i = 1, 2, e tali cheC1 ∩ C2 = ∅. Allora la funzione

f : V (G) → C1 ∪ C2

definita daf(v) = fi(v) sev ∈ Vi per i = 1, 2 è una colorazione diG poiché qualora
{v1, v2} ∈ E(G) con vi ∈ Vi, abbiamof(v1) = f1(v1), f2(v2) = f(v2) e quindi
f(v1) 6= f(v2) da cui:χ(G) ≤ |f(V (G))| = |C1| + |C2| = χ(G1) + χ(G2). �

Vediamo ora una prima limitazione per il numero cromatico diun grafo tramite
il suo grado. Dato un qualunque sottoinsiemeS di vertici di G, con un abuso di
linguaggio, indicheremo di seguito conG \ S il sottografo indotto daV (G) \ S in G,
ovveroG[V (G) \ S]. Vale il seguente:

Lemma 3.6 SeS è uno stabile massimale diG allora

d(G \ S) < d(G).

Dimostrazione. Se S è massimale, allora per ognix 6∈ S esistey ∈ S tale che
{x, y} ∈ E(G).
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yS

G \ S

G

x

Ma alloradG\S(x) < dG(x) per ognix (vedi figura). �

Proposizione 3.7
χ(G) ≤ d(G) + 1. (3.5)

Dimostrazione. L’idea è di costruire una colorazione miope del grafo, colorando pri-
ma uno stabile massimale, e colorando ricorsivamente ciò che resta. La dimostrazione
procede quindi per induzione sul grado del grafo.
Sed(G) = 0, alloraG è totalmente sconnesso, e un colore è sufficiente per colorarlo,
quindiχ(G) = 1 = d(G) + 1.
Supponiamo ora ched(G) > 0. SiaS1 uno stabile massimale inG. Allora per il Lem-
ma 3.6 si had(G \ S1) < d(G), o equivalentemented(G \ S1) + 1 ≤ d(G). Si può
applicare adesso l’induzione al grafoG \ S1, e ricordando la Proposizione 3.5 si ha

χ(G) ≤ χ(S1) + χ(G \ S1)
(S1 è uno stabile) = 1 + χ(G \ S1)

(induzione suG \ S1, di grado più basso)≤ 1 + d(G \ S1) + 1 ≤ d(G) + 1.

�

Abbiamo detto cheω(G) ≤ χ(G), e con la limitazione precedente si può dire che

ω(G) ≤ χ(G) ≤ d(G) + 1.

Bruce Reed in [12] congettura che

χ(G) ≤

⌈
ω(G) + d(G) + 1

2

⌉

.

Citiamo infine due esempi in cui vale l’uguaglianza nella relazione (3.5). Il primo è il
grafo completo, per il quale abbiamo già visto che

χ(Kn) = n = (n − 1) + 1 = d(Kn) + 1.

Il secondo esempio è il ciclo su un numero dispari di elementiG = C2k+1. In un ciclo
C tutti i vertici hanno grado due, quindid(C) = 2.

b

b

b

b

b

b

b

b

C8

b

b

bb

b

C5

Però un ciclo pari ha numero cromatico2, mentre in un ciclo dispari si ha bisogno di
almeno3 colori. Quindiχ(C2k+1) = 3 = d(C2k+1) + 1.
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3.4 Il Teorema di Brooks

Il Teorema che segue è dovuto a R.L.Brooks, che ne scrisse la dimostrazione quando
era laureando presso la Cambridge University, nel 1941. Vedremo che, sotto opportune
ipotesi, la limitazione per il numero cromatico dimostratoin (3.5) non è stretta, ovvero
che in generale il numero cromatico raggiunge al massimo il grado del grafo, e che le
sole eccezioni sono i due grafi dell’esempio nella sezione precedente.

Teorema 3.8 SiaG un grafo tale che

1. Il gradod = d(G) del grafo è strettamente superiore a due;

2. il grafo non contiene un sottografo completo sud + 1 vertici.

Allora
χ(G) ≤ d(G).

Dimostrazione.La dimostrazione di questo teorema procede per assurdo. Osserviamo
che negare la tesiχ(G) ≤ d(G) vuol dire affermare cheχ(G) > d(G) ma dato che
vale anche la (3.5), ciò equivale a scrivereχ(G) = d(G) + 1.
Supponiamo allora che esista almeno un grafoG che verifica tutte le seguenti proprietà:

1. d(G) > 2

2. Kd(G)+1 * G

3. χ(G) = d(G) + 1

Se esiste un tale grafo, allora ne esiste uno minimale: ciò significa che tale grafo pur
soddisfacendo le condizioni precedenti, non contiene nessun sottografo propriamente
indotto che soddisfa a sua volta le condizioni 1. 2. e 3.
Andremo ora attraverso una serie di affermazioni, valide per ogni grafoG che verifichi
le condizioni 1. 2. e 3. e che sia minimale rispetto a questa proprietà: si arriverà di
volta in volta a delle contraddizioni, o con le affermazionidimostrate in precedenza, o
con le ipotesi del teorema.

Affermazione 1. Per ognix ∈ V (G) si ha

χ(G \ x) < χ(G). (3.6)

Verifica. Qui per brevitàG \ x denota il sottografo diG indotto dal sottoinsieme
V (G) \ {x}. Si presentano due casi:

• d(G \ x) < d(G): allora per la (3.5) si ha

χ(G \ x) ≤ d(G \ x) + 1 < d(G) + 1 = χ(G).
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• d(G \ x) = d(G): se per assurdo non fosse vera la (3.6), sarebbe

χ(G \ x) = χ(G) = d(G) + 1 = d(G \ x) + 1 :

ma questa è precisamente la condizione 3. sul grafoG \ x, il quale naturalmente
verifica anche le 1. e 2., e questo contraddice la minimalità di G.

♣

Fissiamo d’ora in poi un verticex ∈ V (G) di grado massimodG(x) = d(G) = d.
Vogliamo mostrare che l’insieme did + 1 vertici costituito da talex e dal suo intorno
induce inG un completoKd+1, contro l’ipotesi 2. Per farlo, dovremo mostrare che
comunque presi due verticiz, y ∈ ΓG(x), allora{z, y} è un arco diG (ciò che vedremo
nell’Affermazione 6.): ogni affermazione che segue, è un passo ulteriore in questa
direzione. Per l’Affermazione 1. si haχ(G\x) < χ(G): se prendiamo una colorazione
f ottimale perG \ x, allora possiamo estenderla a una colorazione ottimale perG
colorando il verticex con un nuovo colore: quindix sarà il solo vertice inG del suo
colore. Inoltre per la 3.χ(G \ x) = d. Per semplicità possiamo supporre che[d] sia
l’insieme dei colori, cioèf : G \ x → [d], ef(x) = d + 1.
D’ora in poi, tutte le eventuali modifiche sulle colorazionimanterranno le proprietà
che:

• x è l’unico vertice del suo colore;

• la colorazione è ottimale.

Chiameremo una tale colorazionex–ottimale.

Affermazione 2. Nell’intorno di x tutti i d colori della colorazionef suG \ x sono
presenti.
Verifica. Se così non fosse, si avrebbe|f(G \ x)| < d.

ΓG(x)

x

x1

x2 xd

1

2 d

Sia allorac ∈ [d] il colore che manca nell’intorno dix e si costruiscaf ′ : V (G) →
[d + 1] tramite

f ′(y) =

{
c sey = x
f(y) sey 6= x

Talef ′ è una nuova colorazione, poichéc 6= f(x), ma ha meno did+1 = χ(G) colori,
impossibile. ♣
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L’Affermazione 2. ci dice che nell’insiemeΓG(x)∪{x} vi sonod+1 colori. Questa
condizione è necessaria, ma non sufficiente affinché tale insieme induca un completo.
Continuiamo in questa direzione. Mostreremo ora che due diversi vertici nell’intorno
di x sono connessi inG\{x} (in particolare, si può trovare un cammino bicolorato che
li connette). SiaΓG(x) = {x1, . . . , xd}. Possiamo identificare ogni colore con l’indice
del vertice diΓG(x) su cui il colore è presente, i.e.f(xi) = i per ognii = 1, . . . , d.

Affermazione 3. Peri 6= j siaHij il grafo indotto inG dai vertici colorati coni e j.
Allora xi exj sono nella stessa componente connessa diHij.
Verifica. Supponiamo per assurdo chexi e xj non siano nella stessa componente
connessa diHij, e siaH la componente connessa dixi in Hij.

H
xi

f ′(xi) = j

x

xj

f ′(xj) = j

Si costruisca una nuova colorazionef ′ suG tale che

f ′(y) =







i sey ∈ H ef(y) = j
j sey ∈ H ef(y) = i
f(y) sey 6= H

ovvero si scambino i colorii e j ma solo inH. Questo scambio dà luogo a una
colorazionex–ottimale. Rispetto adf ′ però nell’intorno dix ora non appaiono tutti i
colori, poiché

f ′(xi) = j = f(xj) = f ′(xj),

questo contraddice l’Affermazione 2, portando all’assurdo. ♣

Affermazione 4. SiaCij la componente connessa diHij che contienexi e xj . Allora
Cij è una cammino semplice.
Verifica. Parlando intuitivamente: proveremo che, tentando di raggiungerexj daxi in
Cij lungo un cammino semplice, arrivati in un vertice non dovremo mai fare una scelta
su come proseguire, e cioè non arriveremo mai a una “biforcazione”, il che equivale
all’Affermazione. Per prima cosa, dimostriamo che il verticexi ha grado1 in Cij.

Cij

x

xi

xj

i

j

j

j
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Osserviamo chedG(xi) ≤ d e da questo segue che|ΓG(xi) ∪ {xi}| ≤ d + 1 = χ(G).
Affinché il numero di colori presenti inΓG(xi) ∪ {xi} sia proprio il numero massimo
d + 1, i suoi vertici dovrebbero avere ognuno un colore diverso. Se ci fosse una bifor-
cazione nel puntoxi in Cij, ci sarebbero almeno due verticiy, z ∈ ΓG(xi) di colore
j: sia allorac il colore mancante. Potremmo così definire una nuova colorazionef ′,
che coincide conf salvo suxi, ponendof ′(xi) = c (si verifichi che in effetti talef ′ è
una colorazione). La colorazionef ′ così ottenuta èx–ottimale. In questo modo però
in ΓG(x) il colore i non appare più, e questo contraddice l’Affermazione 2.
Dimostriamo ora che ogni altro vertice inV (Cij)\{xi, xj} ha grado2 in Cij. Poniamo
z1 := xi e siaz2 l’unico vertice diCij adiacente axi. Sez2 = xj , non c’è più nulla da
dimostrare. SedCij

(z2) = 2, siaz3 := ΓCij
(z2)\{z2}. Costruiamo induttivamente una

successionez1, z2, . . . , zt di vertici di Cij conΓCij
(zi) = {zi−1} per i = 2, . . . , t − 1,

e siat il minimo intero tale chedCij
(zt) > 2. Poniamoy := zt e siak il suo colore,

ovek ∈ {i, j}.

Cij

S

x

xi y
xj

i
j

k k

k

k

Allora ci sono almeno tre vertici distinti colorati col colore complementarek (dove
{k, k} = {i, j}); siaS l’insieme formato da questi tre vertici e day (quindi |S| = 4).
Come prima,|ΓG(y) ∪ {y}| ≤ d + 1; i colori a disposizione per colorare(ΓG(y) ∪
{y}) \ S sono(d + 1) − 3 = d − 2 (sono tutti i colori meno i tre colorik, k e il
colore dix), mentre|(ΓG(y) ∪ {y}) \ S| ≤ d − 3: manca dunque almeno un colore in
(ΓG(y) ∪ {y}) \ S, sia essoc. A questo punto potremmo ricolorare il grafo, ponendo

f ′(z) =

{
c sez = y
f(z) sez 6= y

Tale f ′ è ancora una colorazionex–ottimale ma, dato chec 6∈ {i, j}, avremmo
sconnessoxi e xj nel sottografo indotto dai vertici colorati daf ′ con i e j: questo
contraddice l’Affermazione 3. ♣

Affermazione 5. Dati i, j, k distinti si ha

V (Cij) ∩ V (Cjk) = {xj},

ovvero i cammini sempliciCij e Cjk non possono avere vertici in comune “interni”
(non estremi).
Verifica. Se non fosse così, allora esisterebbe un altro verticey 6= xj con

y ∈ V (Cij) ∩ V (Cjk).
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S

x

xi y
xj

xk

i
j

k

i j i

k

k

Necessariamente il colore di tale vertice èj. Esso ha due adiacenti sul camminoCij e
due adiacenti sul camminoCjk. Denotiamo conS l’insieme formato da questi quattro
vertici e day, dunque|S| = 5 da cui

|(ΓG(y) ∪ {y}) \ S| ≤ (d + 1) − 5 = d − 4;

I colori presenti suS sono3, precisamente{i, j, k}: il numero di colori a disposizione
è pertantod − 3, ovverod + 1 cui si deve sottrarre il numero di colori diS più 1 per
il colore attribuito adx. Ragionando esattamente come prima, c’è un colore che non è
stato utilizzato in(ΓG(y)∪{y}) \S col quale si può ricolorare il verticey: per tale co-
lorazione valgono tutte le proprietà precedenti, essendo essax–ottimale, ma in questa
nuova colorazionexi e xj sono sconnessi inHij arrivando ad una contraddizione con
l’Affermazione 3. ♣

Affermazione 6. Il cammino sempliceCij ha lunghezza1, ovveroCij ha come unico
arco{xi, xj}.
Verifica. Sia per assurdoy 6= xj il vertice adiacente axi in Cij. Utilizziamo a questo
punto l’ipotesi 1. del Teorema, ovverodG(x) = d(G) ≥ 3: esiste un verticexk ∈
ΓG(x) diverso daxi exj .

Cij Cjk

Cik

x

xi

xj

xk
y

Definiamo una nuova colorazione del grafo scambiando i colori i ek solo inCik:

f̂(z) =







k sez ∈ Cik ef(z) = i
i sez ∈ Cik ef(z) = k
f(z) sez 6∈ Cik

La colorazionef̂ è ancorax–ottimale, quindi per essa valgono tutte le Affermazio-
ni precedenti. SiâCij (risp. Ĉjk) la nuova componente connessa contenentex̂i, x̂j
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(rispettivamentêxj , x̂k) nel sottografo diG indotto dai vertici colorati coni, j (rispet-
tivamentej, k) nella colorazionef̂ . Il vertice y appartiene âCjk perché ha colorej
ed è connesso al verticêxk che è colorato dâf con k. Inoltre y ∈ Ĉij perché sul
camminoĈij i colori non sono stati toccati: ciò dipende dal fatto, mostrato sopra, che
Cij ∩ Cik = {xi}. Dunquey ∈ Ĉij ∩ Ĉjk, dove si è assuntoy 6= xj: poichéxj = x̂j ,
questo contraddice la precedente Affermazione 5. ♣

Ricapitolando: nell’ipotesi per assurdo cheχ(G) > d(G) abbiamo (faticosamen-
te!) mostrato che, comunque presi due vertici dell’intornodi un verticex di grado
massimo, questi sono connessi da un arco diG, quindi il sottoinsieme did + 1 vertici
ΓG(x) ∪ {x} induce un completo inG, e questo contraddice l’ipotesi 2. �

3.5 Il Teorema di Erdős

Il teorema di Erd̋os è giustamente famoso per il metodo usato dall’autore nella sua di-
mostrazione. Erd̋os ci fa vedere l’esistenza di grafi con numero di clique e numero di
stabilità esponenzialmente più piccoli del numero dei vertici, senza per questo esibirne
alcuno. Il suo metodo, originariamente descritto in termini di probabilità, si chiama
metodo probabilistico. In realtà, nella sua versione di base, utilizzata nella presente
dimostrazione, il metodo si accontenta del conteggio di tutti i grafi con un determinato
numero di vertici (qui si sceglierà2k/2), per poter concludere che il numero di quei grafi
con la fissata cardinalità di vertici che non hanno la proprietà richiesta forma una mi-
noranza rispetto al numero complessivo di grafi in questione. Questo banale principio
si applica in questa dimostrazione in un modo leggermente più complicato, in quanto
si calcola il numero di grafietichettatidagli elementi di un dato insieme, e si mostra
tramite un conteggio elementare che i grafi etichettati non desiderati rappresentano una
minoranza rispetto al numero totale di grafi etichettati in questione.

Vedremo poi di provare, in modo implicito e non costruttivo,l’esistenza di grafi
con numero cromaticoχ(G) e numero di cliqueω(G) arbitrariamente distanti. (Finora
abbiamo visto solo che la disuguaglianza

χ(G) > ω(G)

è possibile, ma nient’altro.)

Teorema 3.9 Sek ≥ 4 allora esiste un grafoG con

|V (G)| ≥ 2
k
2

e tale che valgano entrambe le condizioni seguenti:

α(G) < k e ω(G) < k.
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Dimostrazione.Sian, per il momento, un naturale arbitrario che metteremo più tardi
in relazione con il parametrok. Denotiamo con

Gn := {G : V (G) = [n]}

la famiglia di tutti i grafi etichettati sun vertici. Osserviamo che

|Gn| = 2(n

2).

Infatti due grafi etichettatiG e G′ sullo stesso insieme di vertici[n] sono distinti
se E(G) 6= E(G′); essendoE(G) ⊆

(
[n]
2

)
, allora il numero di grafi distinti è pa-

ri alla cardinalità dell’insieme delle parti di un insieme con
(

n
2

)
elementi, cioè2(n

2).
Consideriamo anche i seguenti sottoinsiemi diGn:

An := {G : G ∈ Gn, α(G) ≥ k} (3.7)

Ωn := {G : G ∈ Gn, ω(G) ≥ k} (3.8)

Affermiamo cheAn eΩn non esauriscono tutti i grafi etichettati su[n], i.e.

Gn \ (An ∪ Ωn) 6= ∅.

Lo dimostreremo provando che|An ∪ Ωn| < 2(n

2). Notiamo che

|An| = |Ωn| :

l’applicazioneG 7→ G che associa ad un grafo etichettato il grafo ad esso complemen-
tare, è una biiezione diAn in Ωn (poichéG = G). Quindi, ricordando che per ogni
insiemeA eB vale|A ∪ B| ≤ |A| + |B| si ha:

|An ∪ Ωn| ≤ |An| + |Ωn| = 2|Ωn|. (3.9)

Calcoliamo ora|Ωn|. Per ogni fissatoK ∈
(
[n]
k

)
raggruppiamo tutti i grafi etichettati

su[n] in cui il sottografo indotto dal sottoinsieme di verticiK è completo:

Ωn(K) =

{

G : G ∈ Gn, |E(G[K])| =

(
k

2

)}

.

Ora vale
|Ωn(K)| = 2(n

2)−(k
2),

dato che gli archi sul sottoinsiemeK sono tutti i possibili
(

k
2

)
sottoinsiemi{i, j} ∈

(
K
2

)
, e perciò la scelta degli archi per un grafo inΩn(K) si deve fare solo tra i rimanenti

(
n
2

)
−
(

k
2

)
archi possibili. Dato che seG ∈ Ωn alloraω(G) ≥ k possiamo scrivere:

Ωn =
⋃

K∈([n]
k )

Ωn(K).
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Quindi (si noti che l’unione non è necessariamente disgiunta):

|Ωn| ≤
∑

K∈([n]
k )

|Ωn(K)| =

(
n

k

)

2(n
2)−(k

2). (3.10)

Ora osserviamo chek! > 2k (ma solo sek ≥ 4...) e quindi

1

k!
<

1

2k

da cui: (
n

k

)

=
n(n − 1) . . . (n − (k − 1))

k!
<

nk

k!
<

nk

2k
. (3.11)

Scegliendo oran = ⌊2
k
2 ⌋, si han ≤ 2

k
2 e si conclude dalla precedente disuguaglianza

che
(

n
k

)
< 2(k

2
−1)k. Infine, poiché(k

2
− 1)k <

(
k
2

)
− 1 sek > 2, possiamo dedurre

(
n

k

)

< 2(k
2)−1. (3.12)

Mettendo insieme (3.9), (3.10) e (3.12):

|An ∪ Ωn| ≤ 2 ·

(
n

k

)

2(n
2)−(k

2) < 2 · 2(k
2)−12(n

2)−(k
2) = 2(n

2), (3.13)

implicando che|An ∪ Ωn| < 2(n
2). �

Applicando al grafo del Teorema di Erdős la disuguaglianza

χ(G) ≥
|V (G)|

α(G)

della Proposizione 3.4 e ricordando che il numero di verticidi tale G è almeno2
k
2

mentreα(G) < k, vediamo che il numero cromatico diG soddisfa la disuguaglianza

χ(G) >
2k/2

k

mentre secondo il teoremaω(G) < k. Queste disuguaglianze ci mostrano non solo
che χ(G) − ω(G) può essere arbitrariamente grande, ma addirittura che il numero
cromatico può essere esponenzialmente più grande del numero di clique.



Capitolo 4

Combinatoria estremale

4.1 Grafi

La combinatoria estremale si occupa delle strutture combinatorie (grafi, famiglie di
sottoinsiemi di un insieme) dal punto di vista dei rapporti all’estremo tra alcuni dei
loro parametri caratteristici. Come sempre, anche in questo caso, si può capire meglio
di che cosa si tratta facendo un esempio.
Si intuisce subito che dev’esserci una relazione tra il numero di archi e il numero
cromatico di un grafo. Se un grafo non ha nessun arco, il suo numero cromatico è
pari a 1. D’altra parte, se un grafo ha un arco tra ogni coppia dei suoi vertici (grafo
completo), allora il suo numero cromatico è pari al suo numero di vertici. Anche se
non è vero che più un grafo ha archi, più il suo numero cromatico è grande, con un
po’ più di attenzione si può formulare una affermazione corretta di questo genere. Per
questo motivo noi mettiamo a confronto solo grafi con lo stesso numero di vertici. Ci
chiediamo qual è il massimo numero di archi che un grafo sun vertici può avere se
il suo numero cromatico è strettamente inferiore ak. Sek = 2, la risposta è banale e
l’abbiamo già data. Perk = 3 e oltre si deve lavorare un po’ per dare la risposta. Se
denotiamo questo massimo numero di archi conUk(n), allora si può mostrare che

Uk(n) ≥ Uk−1(n)

ed è in questo senso che più un grafo ha archi, più il suo numerocromatico è grande.
La combinatoria estremale, nella sua forma autentica, non si limita però a deter-

minare tutti i possibili rapporti tra diversi parametri caratteristici di una struttura com-
binatoria (in questo caso numero di archi e numero cromaticodi grafi con un numero
fissato di vertici), ma cerca anche di costruire tutte le configurazioni in cui si realizzano
i rapporti all’estremo tra i parametri in questione. Spessouna tale struttura è unica e
rappresenta una gestione economica di una risorsa. (Come possiamo collegare, con il
massimo numero di archi possibile, le coppie di vertici in ungrafo se non lo possiamo
colorare con più di due colori? Anche in questo caso si può verificare, pure se noi non
lo faremo, che i grafi che hanno il massimo numero possibile diarchi pern vertici e

57
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numero cromatico due, sono tutti isomorfi.) Molte struttureesistenti nella natura sono
realizzazioni di una tale gestione economica di qualche risorsa. L’esempio più in vista
di questo fenomeno è la sfera. Si può dimostrare (ma questo è già geometria, e non fa
parte di questo corso), che tra tutti i solidi tridimensionali che hanno lo stesso volume,
la sfera ha la superficie più piccola. Ecco perché i cactus neldeserto hanno spesso una
forma sferica: in questo modo si minimizza l’evaporazione dell’acqua, risorsa preziosa
per una pianta nel deserto.

Osservazione.Non difficile mostrare cheU3(n) ≤ n2

4
. Infatti un grafoG sun vertici

bicolorabile è un sottografo del bipartito completoKx,n−x con 1 < x < n, dunque
|E(G)| ≤ x(n − x): al variare dix ∈ [1, n − 1] ∩ N, il polinomio x(n − x) ha
valore massimo inx = n

2
sen è pari, inx =

⌊
n
2

⌋
sen è dispari: in entrambi i casi

|E(G)| ≤ n2

4
.

Ricordando la caratterizzazione dei grafi bipartiti della Proposizione 3.3,U3(n) è
il massimo numero di archi in un grafo conn vertici e senza cicli dispari. Denotiamo
ora conT3(n) il massimo numero di archi in un grafo conn vertici che non contiene
triangoli (ma che può contenere cicli dispari più lunghi): vedremo ora che il nuovo
vincolo, più debole, non permette un maggior numero di archi.

Teorema 4.1 (Mantel-Turán) Sia

Gn = {G : |V (G)| = n, K3 * G}

la famiglia dei grafi sun vertici che non contengono triangoli: allora

T3(n) = max{|E(G)| : G ∈ Gn} ≤
n2

4
.

Dimostrazione. Se{a, b} ∈ E(G) allora nessun altro vertice può essere adiacente
contemporaneamente ada e ab, i.e. Γ(a)∩Γ(b) = ∅, in quanto se fossec ∈ Γ(a)∩Γ(b)
l’insieme{a, b, c} indurrebbe un completoK3 in G.

a b

c

Questo implica che per ogni{a, b} ∈ E(G) si ha:

|Γ(a)| + |Γ(b)| = |Γ(a) ∪ Γ(b)| ≤ |V (G)| = n

ovvero
dG(a) + dG(b) ≤ n per ogni{a, b} ∈ E(G).
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Sommando la precedente disequazione su tutti gli archi del grafo si ottiene
∑

{a,b}∈E(G)

[dG(a) + dG(b)] ≤ n|E(G)| (4.1)

Si noti che nella sommatoria precedente il terminedG(a) compare in abbinamento con
tutti i vertici b adiacenti ada, per un totale didG(a) volte e quindi

∑

{a,b}∈E(G)

(dG(a) + dG(b)) =
∑

x∈V (G)

dG(x)2 (4.2)

Facciamo una breve digressione. Ricordiamo che una funzione f : R → R si dice
convessa se per ogni0 ≤ t ≤ 1 e per ognix1, x2 nel dominio di definizione della
funzionef si ha:

tf(x1) + (1 − t)f(x2) ≥ f(tx1 + (1 − t)x2) (4.3)

ovvero il segmento di estremi(x1, f(x1)) e (x2, f(x2)) si trova al di sopra dell’arco
della curvay = f(x) avente gli stessi estremi.

y = f(x)

x1 x2

y1

y2

Per una funzione convessa vale la disuguaglianza di Jensen,che generalizza la (4.3):
comunque presik valori x1, . . . , xk nel dominio di definizione dellaf e k scalari non
negativiα1, . . . , αk tali che

∑k
i=1 αi = 1 si ha

k∑

i=1

αif(xi) ≥ f(
k∑

i=1

αixi). (4.4)

Il valore
∑k

i=1 αixi si chiama combinazione convessa deglixi. Nel nostro caso la
funzione convessa in questione è l’elevamento a quadrato; in particolare se prendiamo
k = |V (G)| = n eαi = 1

n
peri = 1, . . . , n, usando la (4.4) in (4.2) possiamo scrivere

∑

x∈V (G)

(dG(x))2 =
n

n

∑

x∈V (G)

(dG(x))2 ≥ n

(∑

x∈V (G) dG(x)

n

)2

;
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a questo punto sostituendo qui sopra
∑

x∈V (G) dG(x) = 2|E(G)| e ricordando la (4.1)
e la (4.2) si ottiene che

n|E(G)| ≥
∑

x∈V (G)

(dG(x))2 ≥ n

(
2|E(G)|

n

)2

da cui

n ≥
4|E(G)|

n
ed infine

|E(G)| ≤
n2

4
.

�

Il Teorema di Mantel–Turán nella forma qui presentata ci dice cheT3(n) ≤ n2

4
. Osser-

viamo che sen è pari alloraT3(n) = n2

4
, poiché un grafo su un numero pari di vertici,

con una bipartizione dei vertici in due insiemi stabili conn
2

vertici in ciascuno di essi
e che abbia tutti gli archi tra vertici di classi diverse, ha esattamente questo numero
di archi. Sen è dispari, questa costruzione non esiste. Anche in questo caso si può
determinareT3(n). Il “vero” Teorema di Mantel–Turán dice che

T3(n) =
⌊n

2

⌋ ⌈n

2

⌉

.

4.2 Famiglie di insiemi ovvero ipergrafi

SiaF una famiglia di sottoinsiemi di[n]. Diremo cheF è unafamiglia di Sperner se
comunque presi due sottoinsiemi distinti della famiglia, essi non si contengono, ovvero

{E, E ′} ∈

(
F

2

)

⇒ E * E ′.

La struttura combinatoria definita, in analogia con i grafi, tramite un insieme di baseV
e una famigliaF dei suoi sottoinsiemi, spesso si chiama ipergrafo. Difatti, mentre un
ipergrafo si definisce come una coppia(V,F) conF ⊆ 2V , un grafo semplice è defi-
nito come una coppia(V,F) conF ⊆

(
V
2

)
. Notando che

(
V
2

)
⊆ 2V , ci si rende conto

che gli ipergrafi costituiscono una generalizzazione del concetto di grafo. Ad esempio,
la famiglia di tutti i sottoinsiemi di vertici che inducono una clique in un fissato grafo,
definisce un ipergrafo sullo stesso insieme di vertici. Inoltre la famiglia, più ristretta,
di quegli insiemi che inducono una clique massimale, forma una famiglia di Sperner. È
interessante chiedersi quanti membri può avere una tale famiglia. Per risolvere questo
quesito, ci serviamo di una disuguaglianza, che a questo punto sembrerebbe priva di
significato proprio.

Per una famiglia di Sperner vale la seguente disuguaglianza, nota con il nome di
disuguaglianza LYM (dai nomi di Lubell, Yamamoto, Meshalkin, cfr. [7]).
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Proposizione 4.2SeF è una famiglia di Sperner di[n] allora

∑

E∈F

(
n

|E|

)−1

≤ 1 (4.5)

Dimostrazione. Definiamocatena in [n] una successione di sottoinsiemi di[n] tali
che

∅ = D0 ⊂ D1 ⊂ D2 ⊂ . . . ⊂ Dn = [n]

ove |Di| = i. Postoxi = Di \ Di−1 per i = 1, . . . , n, è chiaro che ogni catena
determina una permutazionex1x2 . . . xn degli elementi di[n] e viceversa: ne segue
che il numero di catene èn!. Diremo che una catenaD0 ⊂ . . . ⊂ Dn di [n] passa per
il sottoinsiemeE ⊆ [n] seD|E| = E. Associamo ora ad ogni elementoE ∈ F della
famiglia di Sperner l’insieme delle catene di[n] che passano per esso:

DE = {D0 ⊂ . . . ⊂ Dn : D|E| = E}.

Si osservi che se una catena passa perE allora essa non passa per nessun altro sottoin-
siemeE ′ in F : infatti se una catena passasse sia perE che perE ′ allora si avrebbe ad
esempio cheE ⊂ E ′ (oppureE ′ ⊂ E). Da questo deriva

∑

E∈F

|DE| ≤ n! (4.6)

perché, essendoDE ∩ DE′ = ∅ se E 6= E ′, ogni catena nella sommatoria viene
considerata al più una volta. Ora affermiamo che il numero dicatene che passano per
un fissato insiemeE è

|DE| = |E|!(n − |E|)! (4.7)

Infatti affinché una catena passi per l’insiemeE si deve poter arrivare ad esso, ed il
numero di modi in cui ciò può avvenire è pari al numero di tuttele permutazioni degli
elementi diE, cioè |E|!. Giunti adE si completa la catena allargandoE, ovvero
aggiungendo in ordine arbitrario i restanti elementi di[n] \ E: ciò può avvenire in
(n − |E|)! modi. Mettendo insieme (4.6) e (4.7) si ottiene:

∑

E∈F

|E|!(n − |E|)! ≤ n!

e dividendo ambo i membri pern!

∑

E∈F

|E|!(n − |E|)!

n!
=
∑

E∈F

(
n

|E|

)−1

≤ 1.

�
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Teorema 4.3 La massima cardinalitàM(n) di una famiglia di sottoinsiemi di[n] che
gode della proprietà di Sperner è

M(n) =

(
n
⌊

n
2

⌋

)

=

(
n
⌈

n
2

⌉

)

(4.8)

Dimostrazione. SiaF =
(
[n]
k

)
la famiglia di tutti i sottoinsiemi di[n] conk elementi.

Tale famiglia è di Sperner, in quanto insiemi distinti ma conla stessa cardinalità non
si possono contenere. Abbiamo allora costruito per ognik una famiglia di Sperner di
cardinalità

(
n
k

)
. Da questo segue che

M(n) ≥

(
n

k

)

perk = 1, . . . , n. In particolare perk =
⌊

n
2

⌋
si ha

M(n) ≥

(
n
⌊

n
2

⌋

)

. (4.9)

Sia oraF una famiglia di Sperner qualunque. Per ottenere un limite superiore per
M(n) usiamo la disuguaglianza LYM. Abbiamo visto in (2.17) che, fissaton, il
coefficiente binomiale

(
n
k

)
raggiunge il massimo perk =

⌊
n
2

⌋
:

(
n

k

)

≤

(
n
⌊

n
2

⌋

)

,

e passando ai reciproci

(
n

k

)−1

≥

(
n
⌊

n
2

⌋

)−1

per ognik.

Utilizzando la precedente disuguaglianza nella (4.5) si ricava

1 ≥
∑

E∈F

(
n

|E|

)−1

≥
∑

E∈F

(
n
⌊

n
2

⌋

)−1

=

(
n
⌊

n
2

⌋

)−1 ∑

E∈F

1 = |F|

(
n
⌊

n
2

⌋

)−1

, (4.10)

e moltiplicando per
(

n

⌊n
2 ⌋
)

si deduce

|F| ≤

(
n
⌊

n
2

⌋

)

per ogniF ; (4.11)

passando al massimo su tutte le famiglie di Sperner, si ottiene allora

M(n) ≤

(
n
⌊

n
2

⌋

)

. (4.12)
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Confrontando (4.9) con (4.12) si ottiene (4.8) �

Osservazione. Si noti che quandon è pari vi è un’unica famiglia di Sperner di
massima cardinalità. Infatti l’unico modo di avere l’uguaglianza in (4.10) è di avere

|E| =
n

2
per ogniE ∈ F

quindi F ⊆
(
[n]
n
2

)
e dato che|F| =

(
n
n
2

)
, si deve avereF =

(
[n]
n
2

)
. Nel caso din

dispari, ci sono due famiglie complementari che, ambedue, raggiungono la massima
cardinalità, ma la dimostrazione che non ve ne siano altre è molto più complicata. Si
noti però che lo stesso Sperner in [13] ha mostrato proprio questo.

Diciamo che una famigliaF ⊆ 2[n] di sottoinsiemi di[n] è unafamiglia intersecante
se

{E, E ′} ∈

(
F

2

)

⇒ E ∩ E ′ 6= ∅. (4.13)

Proposizione 4.4

max{|F| : F ⊆ 2[n], F intersecante} = 2n−1.

Dimostrazione.Anzitutto, consideriamo la seguente famiglia di sottoinsiemi di [n]

{A ∪ {n} : A ⊆ [n − 1]} :

questa è una famiglia intersecante poiché comunque presi due suoi elementi distinti,
essi si intersecano almeno nell’elementon, e contiene2n−1 sottoinsiemi, pertanto

max{|F| : F ⊆ 2[n] intersecante} ≥ 2n−1.

Per avere l’altro verso della disuguaglianza, partizioniamo tutti i sottoinsiemi di[n] in
coppie associando all’insiemeA il suo complementarēA: ne risulta una partizione di
2[n] in 2n

2
= 2n−1 classi. Osserviamo ora che una famiglia intersecante può contenere

al più un membro di ogni classe, essendoA ∩ Ā = ∅. Si ottiene allora|F| ≤ 2n−1 per
ogni famiglia intersecanteF e passando al massimo si deduce che

max{|F| : F ⊆ 2[n] intersecante} ≤ 2n−1.

�

Supponiamo ora di avere a disposizione un insieme universoU . Prendiamo inU una
famigliaΣ di sottoinsiemi diU , che possiamo pensare come i gruppi di campionamen-
to per un determinato sondaggio da eseguire inU . Denotiamo conC ⊆ U un fissato
sottoinsieme di elementi diU . Sempre in questa metafora del sondaggio, vediamo
C come una particolare categoria di persone, che rispondono adeterminati requisiti
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all’interno dell’universoU . Vorremmo capire quali proprietà devono soddisfare le fa-
miglie di sondaggio per essere “buone” nel senso che segue. La quantità|C∩S|

|S|
misura

la “densità” diC relativamente al sottoinsiemeS ∈ Σ. Nell’ipotesi in cui per un valore
λ e per ogniS ∈ Σ si abbia

|C ∩ S|

|S|
≤ λ (4.14)

si vorrebbe concludere che anche la densità globale diC rispetto all’universoU
soddisfa la stessa limitazione

|C|

|U|
≤ λ (4.15)

Diciamo cheΣ ⊆ 2U è unafamiglia di sondaggioperU se ognix ∈ U è ricoperto
dallo stesso numero di elementi diΣ, ovvero se la cardinalità dell’insieme{S ∈ Σ :
x ∈ S} non dipende dalla particolare scelta dix ma esiste una costantec ∈ N tale che
per ognix si ha

|{S ∈ Σ : x ∈ S}| = c. (4.16)

Queste sono le famiglie “buone” come vediamo nella seguente:

Proposizione 4.5SiaΣ una famiglia di sondaggio perU e siaλ ∈ R. Allora

|C ∩ S|

|S|
≤ λ per ogniS ∈ Σ ⇒

|C|

|U|
≤ λ (4.17)

Dimostrazione.Per la (4.16) si ha che
∑

S∈Σ

|S| = c|U|

e anche ∑

S∈Σ

|C ∩ S| = c|C|

D’altra parte per l’ipotesi (4.14) vale
∑

S∈Σ

|C ∩ S| ≤ λ
∑

S∈Σ

|S|

ovvero
c|C| ≤ λc|U|

che equivale a
|C|

|U|
≤ λ.

�

Abbiamo visto nella Proposizione 4.4 qual è il massimo raggiunto dalla cardinalità di
una qualunque famiglia intersecante di[n]. Vediamo ora cosa succede nel caso in cui
la famiglia sia uniforme, ovvero i suoi insiemi abbiano tutti la stessa cardinalità.
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Teorema 4.6 (Erd̋os-Ko-Rado) Sia

I(n, k) = max

{

|F| : F ⊆

(
[n]

k

)

,F intersecante

}

allora

I(n, k) =







(
n−1
k−1

)
k ≤ n

2

(
n
k

)
k > n

2

Dimostrazione.Sek > n
2
, allora in[n] non c’è spazio sufficiente per due sottoinsiemi

di cardinalitàk a intersezione vuota, quindi senz’altro
(
[n]
k

)
è una famiglia intersecante

ed ha la massima cardinalità possibile, quindi

I(n, k) =

(
n

k

)

perk >
n

2
.

Dimostriamo ora chek ≤ n
2

implica I(n, k) =
(

n−1
k−1

)
. Analogamente a quanto visto

nella dimostrazione della Proposizione 4.4, se poniamo

E =

{

A ∪ {n} : A ∈

(
[n − 1]

k − 1

)}

,

la famigliaE ⊆
(
[n]
k

)
è intersecante, uniforme, e contiene

(
n−1
k−1

)
elementi: pertanto

I(n, k) ≥

(
n − 1

k − 1

)

. (4.18)

Per l’altro verso della disequazione usiamo il principio disondaggio. Nel ruolo di
insieme universo consideriamoU =

(
[n]
k

)
, il ruolo di C sarà svolto da una qualunque

famiglia intersecanteF con insiemi di cardinalitàk. Chi sarà il gruppo dei campioni
Σ per il sondaggio? SiaΠ l’insieme delle configurazioni cicliche di[n], che possiamo
pensare come le permutazioni di[n] che si decompongono in un unico ciclo lungon.
Per ogni fissatoπ ∈ Π, diremo cheA ∈

(
[n]
k

)
è un intervallo ciclico della configurazio-

ne ciclicaπ se gli elementi diA si trovano consecutivamente sul ciclo, ovvero se esiste
un indicel ∈ [n] tale cheA = {l, π(l), π2(l), . . . , πk−1(l)}. Sia oraS(π) l’insieme di
tali intervalli ciclici di π. Ad esempio, pern = 8, k = 3 e π = (1, 3, 6, 7, 5, 2, 4, 8) si
ha

S(π) = {[1, 3, 6]; [3, 6, 7]; [6, 7, 5]; [7, 5, 2]; [5, 2, 4]; [2, 4, 8]; [4, 8, 1]; [8, 1, 3]}.
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b

b

b

b

b

b

b

b

2

4

8

1

3

6

7

5

π

Poniamo infine
Σ := {S(π) : π ∈ Π} . (4.19)

Affermiamo cheΣ è una famiglia di sondaggio perU : infatti la condizione (4.16) è ve-
rificata in quanto, fissati comunque due elementi distintiA, A′ di U , si ha per simmetria
che

|{π ∈ Π : A intervallo ciclico diS(π)}| = |{π ∈ Π : A′ intervallo ciclico diS(π)}|.

Ci resta da dimostrare che per una famiglia intersecanteF di
(
[n]
k

)
vale

|F| ≤

(
n − 1

k − 1

)

; (4.20)

da questa disuguaglianza, passando al massimo, dato che la famigliaF è arbitraria, si
otterrà

I(n, k) ≤

(
n − 1

k − 1

)

. (4.21)

Osserviamo che, essendo|U| =
(

n
k

)
e
(

n−1
k−1

)

(
n
k

) =
k

n
,

la disuguaglianza (4.20) è equivalente alla disuguaglianza

|F|

|U|
≤

k

n
. (4.22)

Fissatoπ ∈ Π vogliamo valutare la densità degli elementi della famigliaF in ogni
gruppo di sondaggioS(π). Naturalmente|S(π)| = n mentre, come vedremo,

|F ∩ S(π)| ≤ k. (4.23)

Dimostriamo quest’ultima affermazione, che è senz’altro vera seF ∩ S(π) = ∅. Se
F ∩ S(π) 6= ∅, possiamo identificare ogni suo elemento con unak–upla ordinata
secondo il verso della permutazione ciclicaπ. Sia allora

A = [a1, a2, . . . , ak] ∈ F ∩ S(π).
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Denotiamo inoltre con[ · , ai] l’intervallo ciclico di S(π) che finisce inai e con[ai, · ]
l’intervallo ciclico di S(π) che inizia inai. PoichéF è intersecante, ogni altro insieme
B ∈ F deve intersecareA in uno dei suoi elementiaj. Inoltre seB ∈ F ∩ S(π),
alloraB è anche uno degli intervalli ciclici diπ che iniziano o finiscono in uno degli
elementiaj ∈ A. Elenchiamo qui tutti questi intervalli ciclici, accoppiandoli a due a
due come segue:

[ · , a1] [a2, · ]

[ · , a2] [a3, · ]

...
...

[ · , ak−1] [ak, · ]

[ · , ak]

Si noti che l’ultimo intervallo della lista non è stato accoppiato poiché, essendok ≤ n
2
,

l’intervallo ciclico che comincia nell’elemento successivo adak in π non intersecaA.
Inoltre nella lista ci sono esattamente2k − 1 intervalli ciclici di S(π). Infine i due
intervalli su ogni riga della lista sono disgiunti tra loro,in quantok ≤ n

2
: pertanto

[ · , ak] = A e ogni eventuale altro insiemeB ∈ F ∩S(π) diverso daA può essere solo
uno dei due intervalli su ciascuna delle primek − 1 righe.
Concludendo, da (4.23) segue che per ogniπ ∈ Π, la densità diF in S(π) è limitata
da:

|F ∩ S(π)|

|S(π)|
≤

k

n

e poichéΣ è una famiglia di sondaggio, possiamo applicare la (4.17) alnostro caso,
deducendo allora la (4.22). �
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Capitolo 5

Tecniche di conteggio

5.1 Il principio di inclusione–esclusione

Il teorema che segue è una generalizzazione della familiareidentità

|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|.

In quanto segue, si adotta l’usuale convenzione che l’intersezione dei membri (ine-
sistenti!) di una famiglia vuota di sottoinsiemi di un fissato insiemeX è l’insiemeX
stesso.

Teorema 5.1 Sia X un insieme finito e sianoF1, F2, . . . , Fr sottoinsiemi diX non
necessariamente distinti. Il numeroN degli elementi diX che non appartengono a
nessuno dei sottoinsiemiFi, i ∈ [r], soddisfa la formula

N = |X \ ∪i∈[r]Fi| = |X| +
∑

∅6=E⊆[r]

(−1)|E|| ∩i∈E Fi| =
∑

E⊆[r]

(−1)|E|| ∩i∈E Fi| (5.1)

Dimostrazione. Per un fissato sottoinsiemeF ∈ 2X , si chiama funzione caratteri-
stica dell’insiemeF la funzioneχ(·, F ) : X → {0, 1} definita da:

χ(x, F ) =

{
1 x ∈ F
0 x 6∈ F

Con questa notazione, la cardinalità di un insiemeF risulta essere

|F | =
∑

x∈X

χ(x, F ).

Interpreteremoχ(x, F ) come il “contributo” dix alla cardinalità diF : tale contributo
è 0 o 1 a seconda chex appartenga o meno aF . Con questa notazione, possiamo
esprimereN come

N =
∑

x∈X

χ(x, X \ ∪i∈[r]Fi) (5.2)
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Per verificare l’enunciato, fissiamo per il momento un arbitrario elementox ∈ X e
analizziamo nei dettagli il contributoχ(x, X \ ∪i∈[r]Fi) di x al membro destro della
(5.1). Poiché si ha

∑

E⊆[r]

(−1)|E|| ∩i∈E Fi| =
∑

E⊆[r]

(−1)|E|
∑

x∈X

χ(x,∩i∈EFi)

=
∑

x∈X

∑

E⊆[r]

(−1)|E|χ(x,∩i∈EFi), (5.3)

alla luce di (5.2) è sufficiente dimostrare per ognix ∈ X che

χ(x, X \ ∪i∈[r]Fi) =
∑

E⊆[r]

(−1)|E|χ(x,∩i∈EFi). (5.4)

A tal fine, denotiamo conD(x) ⊆ [r] l’insieme degli indicii per cuix ∈ Fi. In altre
parole, noi abbiamoχ(x,∩i∈EFi) = 1 se e solo seE ⊆ D(x). Ciò significa che il
contributo cumulativo effettivo

∑

E⊆[r](−1)|E|χ(x,∩i∈EFi) di x al membro destro di
(5.4) è uguale a

∑

E⊆D(x)

(−1)|E|χ(x,∩i∈EFi).

A questo punto osserviamo che vale, in generale, la relazione

χ(x,∩i∈EFi) =
∏

i∈E

χ(x, Fi).

Utilizzando questa formula, il contributo alla nostra sommatoria di un elementox ap-
partenente esattamente a quegli insiemiFi il cui indice i è inD(x) può essere riscritto
come

∑

E⊆D(x)

(−1)|E|χ(x,∩i∈EFi) =
∑

E⊆D(x)

(−1)|E|
∏

i∈E

χ(x, Fi) =
∑

E⊆D(x)

(−1)|E| (5.5)

D’altra parte, notiamo che per un qualunque sottoinsiemeD si ha

∑

E⊆D(−1)|E| =

|D|
∑

j=0

∑

E∈(D

j )

(−1)j

=

|D|
∑

j=0

(−1)j

∣
∣
∣
∣

(
D

j

)∣
∣
∣
∣

=

|D|
∑

j=0

(−1)j

(
|D|

j

)

= (1 − 1)|D|
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dove l’ultima relazione è lo sviluppo della potenza del binomio. Quest’ultima espres-
sione è quindi uguale a1 se e solo seD è l’insieme vuoto, mentre è uguale a0 in ogni
altro caso. Pertanto perD = D(x) la (5.5) è pari ad1 esattamente quandox non è
contenuto in nessuno degli insiemiFi. Ciò significa che

∑

E⊆D(x)

(−1)|E| = 0|D(x)| = χ(x, X \ ∪i∈[r]Fi) (5.6)

da cui segue la relazione (5.4). �

5.2 Applicazioni

Se consideriamo l’insieme[r] come un insieme di proprietà di cui i vari elementi di
X possono godere, alloraFi va pensato come l’insieme di quegli elementi diX che
posseggono la proprietài e in questa interpretazioneN è il numero degli elementi di
X che non posseggono nessuna delle proprietà in[r].

Una delle più importanti applicazioni della formula di inclusione–esclusione ri-
guarda il conteggio dei numeri naturali coprimi con un fissato naturalen, ovvero dei
numeri naturalik con1 ≤ k ≤ n tali che il massimo comune divisore(k, n) trak edn
è1. Denotiamo questa funzione enumerativa con

φ(n) = |{k; k ∈ [n], (k, n) = 1}| :

essa viene chiamatafunzione di Euler. Otteniamo subito dalla formula di inclusione–
esclusione il seguente risultato:

Teorema 5.2 Sia{p1, . . . , pr} l’insieme dei divisori primi din (quindi la fattorizza-
zione in primi din èn = pα1

1 · · · pαr
r , conαi > 0.) Allora

φ(n) = n
r∏

i=1

(

1 −
1

pi

)

. (5.7)

Dimostrazione. Notiamo che sed è un arbitrario divisore din, allora il numero dei
multipli di d che appartengono ad[n] è pari an

d
. Infatti, sian = dm: i multipli di d in

[n] sono i numerid, 2d, 3d, . . . , md conm = n
d
, come affermato.

Adesso diciamo che un numerok ∈ [n] ha lai–esima proprietà sek è divisibile per
pi. Osserviamo che(k, n) = 1 se e solo sek non è un multiplo di nessuno dei divisori
primi pi di n, cioè sek non soddisfa lai–sima proprietà per nessuni ∈ [r], o equiva-
lentemente sek ∈ [n]\∪i∈[r]Fi; inoltre seE ⊆ [r], allorak è multiplo di tutti i primipi

coni ∈ E se e solo sek è multiplo del loro prodotto
∏

i∈E pi. Da questo e per quanto
detto all’inizio si deduce che

| ∩i∈E Fi| =
n

∏

i∈E pi
;
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quindi adattando la formula (5.1) dell’inclusione–esclusione al nostro caso possiamo
scrivere

φ(n) =
∑

E⊆[r]

(−1)|E| n
∏

i∈E pi
= n

∑

E⊆[r]

(−1)|E| 1
∏

i∈E pi
.

Il lettore verifichi che, per la proprietà distributiva del prodotto, si ha

∑

E⊆[r]

(−1)|E| 1
∏

i∈E pi
=

r∏

i=1

(

1 −
1

pi

)

e da questo si ottiene la relazione cercata (5.7). �

Un’altra ben nota applicazione del principio di inclusione–esclusione ci fornisce
una bella e sorprendente formula asintotica per il numero delle permutazioni senza
punti fissi, che qui vogliamo chiamare permutazioni sconvolgenti (in inglese:deran-
gements). Per introdurre questo argomento ricorreremo al concettointuitivo (ma qui
non matematizzato, visto che l’argomento non è stato ancorastudiato dal nostro letto-
re) delle probabilità. Immaginate che in una grande tintoria informatizzata si rompa il
calcolatore e, di conseguenza, il gestore reinventi un’etichettatura dei clienti (assegna-
zione dei pacchi pronti alla consegna ai diversi clienti) completamente casuale. Qual è
la probabilità che nessun pacco arrivi correttamente a destinazione? Si ha la tentazione
di dire che, se ci sono molti clienti, questa probabilità è inpratica trascurabile (molto
vicina allo0). Ebbene, non è così. Infatti questa probabilità è più elevata (addirittura
del doppio) di quella di ottenere un fatidico6 lanciando un dado di gioco.

Diremo che una permutazionef : [n] → [n] è sconvolgente sef(i) 6= i per ogni
i ∈ [n]. Sias(n) il numero di tali permutazioni.

Per ottenere una stima di quante sono le permutazioni sconvolgenti, traduciamo
nelle notazioni della formula di inclusione–esclusione gli oggetti in esame. SiaX l’in-
sieme delle permutazioni di[n]. Diremo che una permutazionef ∈ X possiede la
proprietài sef(i) = i. Dunque una permutazione è sconvolgente sef non soddisfa
nessuna delle proprietài, peri ∈ [n], ovvero sef ∈ X \ ∪n

i=1Fi. Fissato un sottoin-
siemeE di [n], le permutazioni che invece soddisfano tutte le proprietài con i ∈ E
(cioè gli elementi di∩i∈EFi) sono quelle per le quali tutti gli elementi diE sono pun-
ti fissi, e queste permutazioni si possono identificare con le(n − |E|)! permutazioni
(qualunque) sugli elementi di[n] \ E. Usando il principio di inclusione-esclusione si
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può calcolare il numeros(n) di permutazioni sconvolgenti

s(n) =
∑

E⊆[n]

(−1)|E|(n − |E|)!

=

n∑

j=0

∑

E∈([n]
j )

(−1)|E|(n − |E|)!

=

n∑

j=0

(−1)j(n − j)!

(
n

j

)

= n!
n∑

j=0

(−1)j

j!
(5.8)

Ricordiamo la relazione

e = lim
n→∞

n∑

j=0

1

j!

dovee ∼ 2, 718 è la base del logaritmo naturale, da cui si ottiene

lim
n→∞

n∑

j=0

(−1)j

j!
=

1

e
. (5.9)

Da questo, poiché la proporzione di permutazioni sconvolgenti di [n] rispetto alla to-
talità di permutazioni di[n] è data dal rapporto

s(n)

n!

da (5.8) e (5.9) segue che

lim
n→∞

s(n)

n!
=

1

e

e quindi asintoticamente
s(n)

n!
∼

1

e
>

1

3
.

�

In effetti, non è difficile mostrare che il numero di permutazioni senza punti fissi
su[n] è proprio uguale all’intero più vicino an!/e.
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